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内 容 提 要 
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第 四 版 前 言 


本 书 由 华中 理工 大 学 出 版 社 出 版 至 今 已 20 年 ,重新 修订 的 第 
三 版 也 已 15 年 了 , 印 数 已 近 20 万 册 ,1988 年 获 国家 教委 优秀 教 
材 二 等 奖 , 表 明 本 教材 在 国内 是 受 欢迎 的 , 仍 有 存在 的 价值 . 为 使 
本 书 适应 新 世纪 的 要 求 ,我 们 认为 对 本 书 重新 进行 修改 是 完全 必 
要 的 , 这 次 修改 除 保留 本 书 原 有 风格 和 基本 内 容 外 ,修改 的 原则 
和 内 容 有 以 下 几 点 : 

(1) 随 着 计算 机 技术 的 发 展 和 普及 ,数值 分 析 的 原理 与 方法 
在 各 学 科 中 的 应 用 越 来 越 多 . 因此 ,我们 将 原来 主要 面向 应 用 数 
学 专业 扩大 为 面向 理工 科大 学 中 对 数学 要 求 较 高 的 专业 的 本 科 
生 , 同 时 也 兼顾 到 一 些 院 校 为 各 专业 研究 生 开设 的 “数值 分 析 ” 学 
位 课程 . 

(2) 由 于 科学 及 计算 机 的 发 展 ,计算 机 算法 语言 的 多 样 化 及 
数学 软件 的 普及 ,要 求 “数值 分 析 ” 课 程 更 强调 算法 原理 及 理论 分 
析 , 而 对 具体 算法 及 编程 已 有 现成 数学 软件 ,如 Matlab 等 ,方便 了 
读者 使 用 . 因此 ,我 们 对 某 些 算法 做 了 精简 ,另外 也 删 去 了 一 些 较 
少 使 用 的 算法 ,增加 一 些 实际 应 用 中 较 重 要 的 内 容 , 如 帕 德 逼近 ， 
解 线性 方程 组 的 QR 方法 及 超 定 方程 组 最 小 二 乘 解 , 非 线性 方程 
组 求解 的 午 顿 法 , 解 刚性 常 微分 方程 的 基本 概念 等 . 考虑 到 很 多 
高 校 配备 了 大 型 多 处 理 机 ,具备 了 进行 并 行 计算 的 条 件 , 故 增 加 了 
“并 行 算法 及 其 基本 概念 ”的 附录 ,便于 和 需要 进行 并 行 计算 的 读者 
对 此 有 初步 的 了 解 . 

(3) 学 习 本 课程 仍 应 加 强 上 机 计算 实习 ,为 此 ,新 版 增加 了 计 
算 实习 的 题目 ,便于 教学 ,教师 可 根据 实际 条 件 让 学 生 选 做 其 中 的 


“ 卫 ， 第 四 版 前 言 


3 一 5 题 . 由 于 计算 机 算法 语言 发 展 很 快 , 故 不 规定 用 哪 种 算法 语 
言 ,目前 我 们 向 读者 推荐 的 是 集成 化 软件 包 Matlab. 

(4) 统一 协调 ,改正 错误 . 本 书 第 三 版 存在 一 些 不 协调 之 处 
和 各 种 错误 . 为 保证 新 版 质量 ,由 李 央 扬 负责 对 全 书 整 理 加 工 , 统 
一 规格 并 改正 旧版 中 的 各 种 错误 . 

作者 将 新 版 “数值 分 析 ” 交 清华 大 学 出 版 社 重新 出 版 ,出 版 社 
委派 曾 多 次 使 用 本 书 的 计算 数学 博士 刘 颖 负责 编辑 加 工 , 他 不 但 
改正 了 本 书 萨 一 些 错误 并 对 本 书 修 改 提 出 了 宝贵 意见 ,提高 了 本 
书 新 版 的 质量 ,出 版 社 还 在 较 短 时 间 使 本 书 新 版 在 开学 前 与 读者 
见面 ,我们 对 清华 大 学 出 版 社 及 刘 颖 博士 表示 衷心 感谢 ， 


作 者 
2001 年 5 月 


第 三 版 说 明 


本 书 自 1981 年 问世 以 来 ,为 许多 工科 院 校 所 采用 ,已 先后 出 
过 两 版 ,总 发 行 量 达 四 万 余 册 . 1985 年 5 月 召开 的 工科 院 校 计算 
数学 教材 评议 会 (南北 会 议 ) 确 认 本 书 “ 基 本 符合 应 用 数学 专业 的 
要 求 , 可 作为 数值 分 析 课 程 的 教材 ,建议 作者 加 以 修改 后 重新 出 
版 ”. 我 们 遵照 这 次 会 议 的 建议 和 要 求 再 次 进行 了 修订 . 新 书 在 
出 版 质量 上 有 了 显著 的 提高 . 编者 诚 丽 地 感谢 华中 工学 院 出 版 社 
的 同志 们 ,为 本 书 的 重 版 付出 了 辛勤 的 劳动 . 


编 者 


1986 年 12 月 


第 二 版 前 言 


1980 年 7 月 在 大 连 召 开 的 工科 院 校 < 应 用 数学 专业 教学 学 术 
会 议 ”, 根 据 教 育 部 直属 工科 院 校 “应 用 数学 专业 教学 计划 ”制定 了 
“数值 分 析 ” 课 大 纲 ,并 决定 由 清华 大 学 华中 工学 院 、 浙 江 大 学 合 
编 试用 教材 ， 本 书 就 是 根据 这 次 会 议 的 决定 编写 的 . 全 书 共 分 九 
章 ,第 一 、 二、 三 章 由 李 庆 扬 编 写 , 第 四 、 五 .六 章 由 王 能 超编 写 , 第 
七 、 八 ` 九 章 由 易 大 义 编写 . 

1981 年 元 月 在 杭州 召开 的 工科 院 校 计算 数学 第 一 次 教材 审 
稿 会 ,对 本 教材 初稿 进行 了 审查 ,1982 年 元 月 在 上 海 交 大 召开 的 
第 二 次 计算 数学 教材 审 稿 会 ,又 对 本 书 第 一 版 提出 了 修改 意见 . 
会 议 考虑 到 理工 科 院 校 各 专业 普遍 开设 “数值 分 析 ” 课 的 情况 , 重 
新 修订 了 大 纲 (72 学 时 ). 本 书 第 二 版 就 是 根据 新 大 纲 的 要 求 修 
改 的 , 它 保 持 了 第 一 版 的 主要 内 容 及 特点 ,但 选材 更 注意 基本 要 
求 ,减少 了 部 分 内 容 ,增加 了 部 分 习题 答案 , 本 书 可 作为 理工 科 院 
校 应 用 数学 力学 .物理 .计算 机 软件 等 专业 大 学 生 及 其 他 专业 研 
究 生 “数值 分 析 ”( 或 “计算 方法 ”) 课 的 教材 ,也 可 供 学 习 “ 计 算 方 
法 ”的 科技 工作 者 参考 ， 

我 们 对 参加 两 次 审 稿 会 的 同志 表示 衷心 感谢 , 他们 以 认真 负 
责 的 态度 对 本 书 提出 了 许多 宝贵 意见 ,对 提高 教材 质量 起 了 很 大 
作用 . 


编 者 
1982 年 7 月 


目 录 


第 1 章 绪论 … 
1.1 效 信 分 析 研究 对 象 与 特点 ， 
1.2 ”数值 计算 的 误差 
1.2.1 误差 来 源 与 分 类 (3) 
1.2.2 误差 与 有 效 数字 (4) 
1.2.3 数值 运算 的 误差 估计 (8) 


1.3 ”误差 定性 分 析 与 避免 误差 危害 … 


1.3.1 病态 问题 与 条 件数 (11) 
1.3.2 算法 的 数值 稳定 性 (12》 
1.3.3 ”避免 误差 危害 的 若干 原则 (14) 


评注 


习题 oo 


第 2 章 揪 值 法 pp 


2.1 引言 


2.2.1 线性 捅 值 与 抛物 插值 (23) 
2.2.2 拉 格 遍 日 插值 多 项 式 (26) 
2.2.3 播 值 余 项 与 误差 估计 (28》 


2.3 均 差 与 牛顿 插值 公式 pp 


3.3,1 均 差 及 其 性 质 (31) 
2.3.2 牛顿 插值 公式 (33) 


2.4 ”差分 与 等 距 节 点 插值 …… 


2.4.1 差分 及 其 性 质 (35) 


* (1) 
‘(1) 
" (3) 


(10) 


(C18) 


“ (18) 


(21) 


21) 
2.2 拉 格 朗 日 插值 … 


(23) 


(31) 


(35) 


2. 


评注 . 本 
习题 


第 3 章 函数 逼近 与 曲线 拟 合 pp 
.1 


3 


7 


3.2 


3. 


3 


.4 


2.4.2 等 距 节 点 插值 公式 (38) 
埃 尔 米 特 插值 …… 


分 段 低 次 插值 ………… oo 


2.6.1 高 次 插值 的 病态 性 质 (45) 
2.6.2 分 段 线性 插值 (47) 
2. 6,3 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 (48) 


三 次 样 条 插值 ………… ee noooontoroones eosesonsose 


2.7.1 三 次 样 条 函数 (51) 
2.7.2 样 条 揪 值 函数 的 建立 (52) 
2.7.3 ”误差 界 与 收敛 性 (57) 


3.1.1 函数 逼近 与 函数 空间 (61) 
3.1.2 范 数 与 赋 范 线性 空间 (64) 
3.1,3 内 积 与 内 积 空 间 (65) 
正 变 多 项 式 … 


3.2. 1 正 交 郑 数 族 与 正 交 多 项 式 (69) 


3.2.2 勒 让 德 多 项 式 (71) 

3.2.3 切 比 雪夫 多 项 式 (74) 
3.2.4 其 他 常用 的 正 交 多 项 式 (77) 
最 佳 一 致 逼近 多 项 式 … 

3,. 3. 1 基本 概念 及 其 理论 (78) 

3. 3. 2 . 最 佳 一 次 通 近 多 项 式 (81) 
最 佳 平方 逼近 … 


3.4. 1 最 佳 平方 逼近 及 其 计算 (83) 
3.4.2 用 正 交 函 数 族 作 最 佳 平方 逼近 (87) 


曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 …… 


目 录 


，《〈41) 
(45) 


(51) 


" (58) 


(58) 


… (61) 
函数 逼近 的 基本 概念 pp 


(61) 


* (69) 


* (78) 


* (83) 


*… (90) 


目 录 


3.5.1 最 小 二 乘法 及 其 计算 (90) 
3. 5.2 用 正 交 多 项 式 做 最 小 二 乘 拟 合 (96) 

3.6 最 佳 平 方 三 角 通 近 与 快速 傅 里 叶 变换 …… 
3. 6.1 最 佳 平方 三 角 通 近 与 三 角 插 值 (99) 
3.6.2 快速 传 氏 变换 (FFT7(102) 

3.7 有 理 逼 近 ， ee 
3.7.1 有 理 允 近 与 连 分 式 (108) 

3.7.2 帕 德 逼近 (110) 


评注 
习题 


第 4 章 数值 积分 与 数值 微分 … 
4.1 引 衣 ee 


4.1.1 数值 求 积 的 基本 思想 (118) 

4.1.2 代数 精度 的 概念 (120) 

4.1.3 插值 型 的 求 积 公式 (121) 
4.1.4 求 积 公式 的 收敛 性 与 稳定 性 (122) 
4.2 牛顿 - 柯 特 斯 公式 … 

4.2.1 柯 特 斯 系数 (123) 

4.2.2 偶 阶 求 积 公式 的 代数 精度 (125) 

4.2.3 几 种 低 阶 求 积 公式 的 余 项 (126) 
4.3 复 化 求 积 公式 ， 

4.3.1 复 化 梯形 公式 (128) 

4.3.2 复 化 辛普森 求 积 公式 (129) 
4.4 龙 贝 格 求 积 公 式 …… 

4.4.1 梯形 法 的 递 推 化 (131) 

4.4.2 龙 贝 格 算法 (133) 

4.4.3 理 查 森 外 推 加 速 法 (135) 


4.5 高 斯 求 积 公 式 pe 


4.5.1 一 般 理论 (139) 


(99) 


(108) 


(114) 
(115) 


“ (118) 
… (118) 


"+ (123) 


， (127) 


… (131) 


(139) 


4.6 


习题 ee 


第 5 章 ， 解 线性 方程 组 的 直接 方法 .pe 
引言 与 预备 知识 pp 


5.1 


5. 2 


5.3 


5.4 


4.5.2 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 (144》 
4.5.3 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 (146) 
数值 微分 。 
4. 6. 1 
4.6.2 插值 型 的 求 导 公式 (150) 
4.6.3 利用 数值 积分 求 导 (153) 
4.6.4 三 次 样 条 求 导 (155) 

4.6.5 数值 微分 的 外 推算 法 (156) 


5,1.1 引言 (161) 
5.1.2 向 量 和 和 矩阵 (162) 
5.1.3 特殊 矩阵 (163》 


高 斯 消去 法 ooosooposnero os os etorer ost ot es ossoee 


5.2.1 高 斯 消去 法 (166) 
5.2.2 竹 阵 的 三 角 分 解 (172)》 


高 斯 主 元 素 消 去 法 ee 


5.3.1 列 主 元 素 消去 法 (176) 
5.3.2 高 斯 - 若 当 消去 法 (180) 
矩阵 三 角 分 解法 . 
5.4.1 直接 三 角 分 解法 (183) 
5.4.2 平方 根 法 (188) 
5.4.3 追赶 法 (193) 


向 量 和 和 矩阵 的 范 数 neoseoresdo so ot sor ret ooseos 
误差 分 析 Soom orocossss eros soreross ss sees 


5.6.1 和 矩阵 的 条 件数 (205) 
5,6,2 和 迭代 改善 法 (212) 


中 点 方法 与 误差 分 析 (148) 


《148) 


" (157) 


(158) 


(161) 


(161) 


(165) 


C174) 


‘(183) 


(196) 


“ 《205) 


目 录 "A. 


5.7 


拖 阵 的 正 交 三 角 化 及 应 用 pe (214) 
5.7.1 初等 反射 阵 《215) 

5.7.2 平面 旋转 矩阵 (218) 

5.7.3 矩阵 的 QR 分 解 (220) 

5.7.4 求解 超 定 方程 组 (225) 

: (228) 
“(229) 


第 6 章 解 线性 方程 组 的 选 代 法 (0233) 


6. 1 
6. 2 


6.3 


6. 4 


习题 …… oo 


基本 选 代 法 236) 

6.2.1 雅 可 比 欠 代 法 (237) 

6.2.2 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 (238) 

6.2.3 解 大 型 稀疏 线性 方程 组 的 逐次 超 松弛 选 代 法 (240) 

迭代 法 的 收敛 性 ， ee 《243) 

6. 3.1 一 阶 定常 迭代 法 的 基本 定理 (243) 

6.3.2 关于 解 某 些 特殊 方程 组 迭代 法 的 收敛 性 (249) 

分 块 迭代 法 . eee se (256) 
《259) 

《259) 


第 7 章 非 线 性 方程 求 根 .pp (261) 


7.1 


方程 求 根 与 二 分 法 pp (261) 


7.1.1 引言 (261) 


7.2 


7.1.2 二 分 法 (262) 

迭代 法 及 其 收 伍 性 pp (265) 
7.2.1 不 动 点 迭代 法 (265) 

7.2.2 不 动 点 的 存在 性 写 选 代 法 的 收敛 性 (267) 

7.2.3 局 部 收 急性 与 收敛 阶 (269) 


目 录 


7.3 


7.4 


7.5 


7.6 


迭代 收 敏 的 加 速 方法 pp (272) 
7.3. 埃 特 金 加 速 收 和 伍 方 法 (272) 

7.3.2 ”斯蒂芬 森 迭 代 法 (273) 

牛顿 法 … (276) 
7,4.1 和 牛顿 法 及 其 收 伍 性 (276) 

7.4.2 牛顿 法 应 用 举例 (278) 

7.4.5 简化 牛顿 法 与 牛顿 下 山 法 (279) 

7.4.4 重 根 情形 (282) 

7.5.1 苞 截 法 (283) 

7.5.2 抛物 线 法 (285) 

解 非 线性 方程 组 的 牛顿 迭代 法 (287) 
0289) 
290) 


第 8 章 乱 阵 特征 值 问题 计算 ， see eee (292) 


8.1 
8.2 


8.3 


.8.4 


引言 《292) 
条 法 及 反 寡 法 299) 
8.2.1 霉 法 (299) 

8.2.2 加 速 方法 (304) 

8.2.3 反 血 法 (308) 

8.3.1 引言 (312) 

8.3.2 用 正 交 相 似 变 换 约 化 一 般 矩 阵 为 上 海 森 伯 格 阵 (313) 
8.3.3 用 正 交 相似 变换 约 化 对 称 阵 为 对 称 三 对 角 阵 (317) 

QR 方法 vvovvoooooooooooooooeeoeoooooooeooesoooe . (319) 
8.4.1 QR 算法 (319) 

8.4.2 带 原点 位 移 的 QR 方法 (322) 

8.4.3 用 单 步 QR 方法 计算 上 海 森 伯 格 阵 特 征 值 (325) 


目 录 bd 


8.4.4” 双 步 QR 方法 ( 隐 式 QR 方法 ) (329) 


评注 … (333) 
习题 … (333) 
第 9 章 ”党 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 …………………… (336) 
9.1 引言 enone ee (336) 
9.2 简单 的 数值 方 法 与 基本 概念 (337) 


9.2.1 欧 拉 法 与 后 退 欧 拉 法 (337) 
9.2.2 梯形 方法 (340) 
9.2.3 单 步 法 的 局 部 截断 误差 与 阶 (341) 
9.2.4 改进 的 欧 拉 公 式 (343) 
9. 3 龙 格 - 库 塔 方法 … esse eosssness (344) 
9.3.1 显 式 龙 格 - 库 塔 法 的 一 般 形式 (344) 
9.3.2 二 阶 显 式 R-K 方法 (346) 
9.3.3 三 阶 与 四 阶 显 式 R-K 方法 (348) 
9.3.4 变 步 长 的 龙 格 - 库 塔 方法 (351) 
9.4 单 步 法 的 收敛 性 与 稳定 性 (352) 
9.4.1 收敛 性 与 相 容 性 (352) 
9.4.2 绝对 稳定 性 与 绝对 稳定 域 (355) 
9.5 线性 多 步 法 ， 360) 
-1 线性 多 步 法 的 一 般 公式 (360) 
2 阿 当 姆 斯 显 式 与 隐 式 公式 (362) 
3 米尔 尼 方 法 与 辛普森 方法 (366) 
4 汉 明 方法 (367) 
5 预测 -校正 方法 (368) 
.6 构造 多 步 法 公式 的 注 记 和 例 (371) 
9.6 方程 组 和 高 阶 方 程 . 《373) 
9.6.1 一 阶 方程 组 (373) 
9. 6.2 化 高 阶 方程 为 一 阶 方程 组 (376》 
9.6.3 刚性 方程 组 (378) | 


a cn cn nn a on 
. . 和 bb 


“ 间 ， 目 录 


计算 实习 是 ee (383) 
附录 并行 算 法 及 其 基本 概念 ……………… (388) 
部 分 习题 答案 .pe (400) 


第 1 章 绪 论 
1.1 数值 分 析 研 究 对 象 与 特点 


数值 分 析 是 计算 数学 的 一 个 主要 部 分 ,计算 数学 是 数学 科学 
的 一 个 分 支 , 它 研究 用 计算 机 求解 各 种 数学 问题 的 数值 计算 方法 
及 其 理论 与 软件 实现 . 为 了 具体 说 明 数 值 分 析 的 研究 对 象 ,我 们 
考察 用 计算 机 解决 科学 计算 问题 时 经 历 的 几 个 过 程 : 


[实际 问题 ] [数学 模型 | 一 | 数值 计算 方法 ] 一 [程序 设计 | 
一 [上 机 计算 求 出 结果 | 


由 实际 问题 的 提出 到 上 机 求 得 问题 解答 的 整个 过 程 都 可 看 作 
是 应 用 数学 的 范畴 . 如 果 细 分 的 话 ,由 实际 问题 应 用 有 关 科学 知 
识 和 数学 理论 建立 数学 模型 这 一 过 程 ,通常 作为 应 用 数学 的 任务 . 
而 根据 数学 模型 提出 求解 的 数值 计算 方法 直到 编 出 程序 上 机 算出 
结果 ,这 一 过 程 则 是 计算 数学 的 任务 ,也 是 数值 分 析 研 究 的 对 象 . 
数值 分 析 的 内 容 包括 函数 的 数值 逼近 ,数值 微分 与 数值 积分 . 非 线 
性 方程 数值 解 .数值 线性 代数 、. 常 徽 和 偏 微 数值 解 等 ,它们 都 是 以 
数学 问题 为 研究 对 象 的 ,只 是 它 不 像 纯 数学 那样 只 研究 数学 本 身 
的 理论 ,而 是 把 理论 与 计算 紧密 结合 ,着 重 研究 数学 问题 的 数值 方 
法 及 其 理论 ， 

数值 分 析 也 称 计算 方法 ,但 不 应 片面 地 理解 为 各 种 数值 方法 
的 简单 罗列 和 堆积 , 同 数学 分 析 一 样 , 它 也 是 一 门 内 容 丰富 ,研究 
方法 深刻 ,有 自身 理论 体系 的 课程 , 既 有 纯 数 学 高 度 抽 象 性 与 严密 
科学 性 的 特点 ,又 有 应 用 的 广泛 性 与 实际 试验 的 高 度 技术 性 的 特 
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点 ,是 一 门 与 计算 机 使 用 密切 结合 的 实用 性 很 强 的 数学 课程 ,为 
了 说 明 它 与 纯 数学 课 的 不 同 ,例如 考虑 线性 方程 组 数值 解 , 在 “ 线 
性 代数 ”课程 中 只 介绍 解 的 存在 唯一 性 及 有 关 理 论 和 精确 解法 ,用 
这 些 理论 和 方法 还 不 能 在 计算 机 上 解 上 百 个 未 知 数 的 方程 组 ,更 
不 用 说 求解 十 几 万 个 未 知 数 的 方程 组 了 ,要 求解 这 类 问题 还 应 根 
据 方程 特点 ,研究 适合 计算 机 使 用 的 ,满足 精度 要 求 ,计算 时 间 省 
的 有 效 算法 及 其 相关 的 理论 . 在 实现 这 些 算 法 时 往往 还 要 根据 计 
算 机 的 容量 、 字 长 .速度 等 指标 ,研究 具体 的 求解 步骤 和 程序 设计 
技巧 ， 有 的 方法 在 理论 上 虽 不 够 严格 ,但 通过 实际 计算 、 对 比分 析 
等 手段 ,证 明 是 行 之 有 效 的 方法 ,也 应 采用 . 这 些 就 是 数值 分 析 具 
有 的 特点 ,概括 起 来 有 四 点 : . 

第 一 ,面向 计算 机 ,要 根据 计算 机 特点 提供 切实 可 行 的 有 效 算 
法 . 即 算 法 只 能 包括 加 、 减 、 乘 、 除 运算 和 逻辑 运算 ,这 些 运算 是 计 
算 机 能 直接 处 理 的 运算 . 

第 二 ,有 可 靠 的 理论 分 析 , 能 任意 逼近 并 达到 精度 要 求 , 对 近 
似 算 法 要 保证 收敛 性 和 数值 稳定 性 ,还 要 对 误差 进行 分 析 . 这 些 
都 建立 在 相应 数学 理论 的 基础 上 . 

第 三 ,要 有 好 的 计算 复杂 性 ,时 间 复 杂 性 好 是 指 节 省 时 间 , 空 
间 复 杂 性 好 是 指 节省 存储 量 ,这 也 是 建立 算法 要 研究 的 问题 , 它 关 
系 到 算法 能 否 在 计算 机 上 实现 . 

第 四 ,要 有 数值 实验 , 即 任何 一 个 算法 除了 从 理论 上 要 满足 上 
述 三 点 外 ,还 要 通过 数值 试验 证 明 是 行 之 有 效 的 . 

根据 “数值 分 析 ” 课 程 的 特点 ,学 习 时 我 们 首先 要 注意 掌握 方 
法 的 基本 原理 和 思想 ,要 注意 方法 处 理 的 技巧 及 其 与 计算 机 的 结 
合 ,要 重视 误 莽 分析 ,收敛 性 及 稳定 性 的 基本 理论 ;其 次 ,要 通过 例 
子 , 学 习 使 用 各 种 数值 方法 解决 实际 计算 问题 ;最 后 ,为 了 掌握 本 
课 的 内 容 , 还 应 做 一 定数 量 的 理论 分 析 与 计算 练习 . 由 于 本 课 内 
容 包括 了 微 积分 .代数 、 常 微分 方程 的 数值 方法 ,读者 必须 掌握 这 
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几 门 课 的 基 本 日 容 才能 学 好 这 门 课程 . 


1.2 数值 计算 的 误差 
1.2.1 误差 来 源 与 分 类 


用 计算 机 解决 科学 计算 问题 首先 要 建立 数学 模型 , 它 是 对 被 
描述 的 实际 问题 进行 抽象 .简化 而 得 到 的 ,因而 是 近似 的 . 我 们 把 
数学 模型 与 实际 问题 之 间 出 现 的 这 种 误差 称 为 模型 误差 . 只 有 实 
际 问 题 提 法 正确 ,建立 数学 模型 时 又 抽象 .简化 得 合理 ,才能 得 到 
好 的 结果 . 由 于 这 种 误差 难于 用 数量 表示 ,通常 都 假定 数学 模型 
是 合理 的 ,这 种 误差 可 忽略 不 计 : 在 “数值 分 析 ” 中 不 予 讨论 .在 数 
学 模型 中 往往 还 有 一 些 根据 观测 得 到 的 物理 量 , 如 温度 .长 度 、 电 
压 等 等 ,这 上 毕 参 量 显然 也 包含 误差 . 这 种 由 观测 产生 的 误差 称 为 
观测 误差 ,在 “数值 分 析 ” 中 也 不 讨论 这 种 误差 .数值 分 析 只 研究 
用 数值 方法 求解 数学 模型 产生 的 误差 . 

当 数 学 模型 不 能 得 到 精确 解 时 ,通常 要 用 数值 方法 求 它 的 近 
似 解 ,其 近似 解 与 精确 解 之 间 的 误差 称 为 截断 误差 或 方法 误差 . 
例如 ,本数 f(z) 用 泰勒 (Taylor) 多 项 式 

Pw = f+ Ht t+ 


近似 代替 , 则 数值 方法 的 截断 误差 是 


-= PP f°™ (© nn 
Ri(z) = f(z) 一 Pu(z) = 夺 17 ,在 0 与 了 之 间 ， 


有 了 求解 数学 问题 的 计算 公式 以 后 ,用 计算 机 做 数值 计算 时 ， 
由 于 计算 机 的 字 长 有 限 , 原 始 数 据 在 计算 机 上 表示 会 产生 误差 , 计 
算 过 程 又 可 能 产生 新 的 误差 ,这 种 误差 称 为 例 入 误差 . 例如 ,用 
3. 14159 近似 代替 r, 产 生 的 误差 

R= 7x—3.14159 = 0. 0000026…- 
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就 是 舍 人 误差 . 

此 外 由 原始 数据 或 机 器 中 的 十 进 制 数 转化 为 二 进 制 数 产生 的 
初始 误差 对 数 秆 计算 也 将 造成 影响 ,分 析 初 始 数 据 的 误差 通常 也 
归结 为 会 入 误差 . 

研究 计算 结果 的 误差 是 否 满足 精度 要 求 就 是 误差 千 计 问题 ， 
本 书 主要 讨论 算法 的 截断 误差 与 舍 入 误差 ,而 截断 误差 将 结合 具 
体 算法 讨论 . 为 分 析 数 值 运算 的 售 人 误差 , 先 要 对 误差 基本 概念 
做 简单 介绍 ， 


1.2.2 误差 与 肥效 数字 


定义 1 设 z 为 准确 值 ,z* 为 工 的 一 个 近似 值 , 称 e: 一 z 一 
Z 为 近似 值 的 绝对 误差, 简称 误差 . 

注意 这 样 定义 的 误差 e* 可 正 可 负 , 当 绝 对 误差 为 正 时 近似 值 
偏 大 , 叫 强 近似 值 ; 当 绝对 误差 为 负 时 近似 值 偏 小 , 叫 弱 近似 值 、 

通常 我 们 不 能 算出 准确 值 zx, 也 不 能 算出 误差 。* 的 准确 值 ， 
只 能 根据 测 基 工具 或 计算 情况 估计 出 误差 的 绝对 值 不 超过 某 正 数 
e" ,也 就 是 误差 绝对 值 的 一 个 上 界 . 叫做 近似 值 的 误差 限 , 它 总 
是 正 数 . 例如 ,用 毫米 刻度 的 米 尺 测量 一 长 度 x, 读 出 和 该 长 度 接 
近 的 刻度 xz" ,zx* 是 z 的 近似 值 , 它 的 误差 限 是 0. 5mm, 于 是 
lx" 一 x| 志 0. 5mm; 如 读 出 的 长 度 为 765mm, 则 有 1765 一 二 | 委 
0.5. 从 这 个 不 等 式 我 们 仍 不 知道 准确 的 zx 是 多 少 ,但 知道 764.5 
委 z 委 765.5, 说 明 zx 在 区 间 [L764.5,765. 5] 内 . 

对 于 一 段 情形 jz" 一 zl 委 e , 即 

T ”一 上 过 TIX 十 e"， 
这 个 不 等 式 有 时 也 表示 为 
TT 二 xX" 二 te'. 

误差 限 的 大 小 还 不 能 完全 表示 近似 值 的 好 坏 . 例如 ,有 两 个 

量 zx 一 10 士 : ，y> 一 1000 士 5, 则 
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x” = 10,e =1;y" 一 1000，sy = 5. 
关 关 关 天 5 本 x 1 
虽然 sy 比 e2 大 4 售 ,但 e;/y =1000 一 0 5% 比 e: /x 一 = 


10% 要 小 得 多 ,这 说 明 y* 近似 y 的 程度 比 x* 近似 x 的 程度 要 好 
得 多 . 所 以 , 除 考虑 误差 的 大 小 外 ,还 应 考虑 准确 值 x 本 身 的 大 
小 . 我 们 把 近似 值 的 误差 e* 与 准确 值 z 的 比值 


TT 人 郊 


称 为 近似 值 x" 的 相对 误差 , 记 作 e” . 
在 实际 计算 中 ,由 于 真 值 x 总 是 不 知道 的 ,通常 取 
er 一 2 一 工 -二 工 


作为 =' 的 相对 误差 ,条 件 是 e? 天 较 小 ,此 时 


e” ee e” (zx* 一 过 《e* )? . (e* /x” 7? 


xX zx* Xx zr Le) 1—(e'/zr') 
是 e* 的 平方 项 级 , 故 可 忽略 不 计 . 

相对 误差 也 可 正 可 负 , 它 的 绝对 值 上 界 叫 做 相对 误差 限 , 记 作 
e” ,Bh e; == e 


lz* | 


根据 定义 ,上 例 中 


并 
Ey 
四 


。 
|z “ 


[一 10% 与 于 一 0. 5% 分 别 为 与 y 
的 相对 误 凑 限 ,可 见 y* 近似 y 的 程度 比 x" 近似 z 的 程度 好 . 
当 准 确 值 zx 有 多 位 数 时 ,常常 按 四 舍 五 人 的 原则 得 到 z 的 前 
儿 位 近似 值 xz” ,例如 
z= z= 3.14159265... 
取 3 位 zi? = 二 3.14, e; 委 0.002， 
取 5 位 zt 二 3.1416, e? 雪 0. 000008， 


它们 的 误差 都 不 超过 末 位 数字 的 半 个 单位 , 即 
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| «一 3.14 | 和 序 X107， 1 一 3.1416 | 室 亡 X10. 
定义 2 若 近 似 值 x* 的 误差 限 是 某 一 位 的 半 个 单位 ,该 位 到 
x" 的 第 一 位 非 零 数字 共有 7 位 ,就 说 zx* 有 7 位 有 效 数字 . 它 可 表 
示 为 
Zz" 二 十 10"7X (el 十 az X10 十 二 a, X10 ?), (2.1) 
其 中 ai(i 二 1 ,…,n) 是 0 到 9 中 的 一 个 数字 ,ai 天 0 ,mm 为 整数 , 且 
1z 一 z [< 3 X10"". (2. 2) 


如 取 xz" 二 3.14 作 * 的 近似 值 ,zx* 就 有 3 位 有 效 数字 , 取 z = 
3. 1416<zrz* 就 有 5 位 有 效 数字 . 

例 1 按 四 舍 五 人 原则 写 出 下 列 各 数 具 有 5 位 有 效 数 字 的 近 
似 数 : 187. 9325，0. 03785551 ，8. 000033，2. 7182818. 


按 定义 ,上 述 各 数 具有 5 位 有 效 数字 的 近似 数 分 别 是 
187. 93, 0.037856, 8.0000, 2.7183. 


注意 z= 二 8. 000033 的 5 位 有 效 数 字 近 似 数 是 8. 0000 而 不 是 
8, 因 为 8 只 有 1 位 有 效 数字 . 

例 2 重力 常数 g, 如 果 以 m/s 为 单位 ,gs9. 80m/s:; 若 以 
km/s? 为 单位 ,g 人 0. 00980km/s’ ,它们 都 具有 3 位 有 效 数字 , 因 
为 按 第 一 种 写法 


1g 一 9.80 | 之 去 X107， 
据 (2.1), 这 里 m==0, ”一 3; 按 第 二 种 写法 

1g 一 0.00980 | 所 专 X107， 
这 里 m= 二 一 3:n 二 3. 它们 虽然 写法 不 同 ,但 都 具有 3 位 有 效 数字 . 
至 于 绝对 误差 限 ,由 于 单位 不 同 结果 也 不 同 , e? = 方 X10-?m/s?， 


ey = 方 X10 一 km/s ,而 相对 误差 都 是 
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es” = 0. 005/9. 80 =: 0. 000005/0. 00980. 

注意 相对 误差 与 相对 误差 限 是 无 量 岗 的 ,而 绝对 误差 与 误差 
限 是 有 量 纲 的 . 

例 2 说 明 有 效 位 数 与 小 数 点 后 有 多 少 位 数 无 关 ， 然 而 ,从 
(2. 2) 可 得 天 具有 n 位 有 效 数字 的 近似 数 z“ ,其 绝对 误差 限 为 


.1 mtl 
e* =FX10 ， 


在 m 相同 的 情况 下 ,n 越 大 则 10”” ' 越 小 , 故 有 效 位 数 越 多 ,绝对 
误差 限 越 小 . 

至 于 有 效 数 字 与 相对 误差 限 的 关系 ,有 

定理 1 设 近似 数 xz’ 表示 为 

XxX” := 土 10" X(a 十 as X1071 十 … 十 a X10™?)， 
(2. 1 

其 中 aiGi=:1,2,…， 1) 是 0 到 9 中 的 一 个 数字 ,ai: 关 0,m 为 整数 . 
若 x* 具有 位 有 效 数字 , 则 其 相对 误差 限 为 


er i x10m?, 
2ai 


反之 , 若 z' 的 相对 误差 限 e' 之 Fc 二 Ty X10“，, 则 x" 至 少 具 
有 nn 位 有 效 数 字 . 
证 明 由 (2.1) 可 得 
a X 10" 委 |z | 二 (a 十 1) x 10”， 


当 zx’ 有 7 位 有 效 数字 时 
|xz—z | 05xX10™ 1 一 叶 1 
~“ | zx* | 和 al X 107 = 30X10 
反之 ,由 
| xz—z" | 
一 | zx’ |e < (ai 十 1) X10” Xe——————~ X 10 六 


2(Ca1 FD 
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= 0.5 Xx 10"!, 

故 x* 至 少 有 ?位 有 效 数 字 . 定理 证 完 . 

定理 说 明 ,有 效 位 数 越 多 ,相对 误差 限 越 小 . 

例 3 要 筷 V20 的 近似 值 的 相对 误差 限 小 于 0.1%% ,要 取 几 位 
有 效 数 字 ? 

设 取 ? 位 有 效 数字 ,由 定理 Le 入 二 X10 由 于 V 殉 = 
4. 4.… ， 知 ai 二 :4, 故 只 要 取 2 一 4, 就 有 

er 0.125 X10-3 << 10- 一 0.1%%， 

即 只 要 对 V20 的 近似 值 取 4 位 有 效 数 字 , 其 相对 误差 限 就 小 于 
0.1%. 此 时 由 开 方 表 得 /20 守 4. 472. 


1.2.3 数值 运算 的 误差 估计 


两 个 近似 数 xz? 与 zz ,其 误差 限 分 别 为 ez? ) 及 s(z ) ,它们 
进行 加 \ 减 、 乘 、 除 运算 得 到 的 误差 限 分 别 为 
el(zx? 二 Xi) = el(x? ) el ); 
E(x? TIE) 人 | Xr | E(x? )t| ri | ex? ); 
| zr | eGCzy ) 十 | 好 | s(Czr ) 


| 2 


e(xr /zy ) := 


(zz 2 0). 


更 一 般 的 情况 是 , 当 自 变量 有 误差 时 计算 函数 值 也 产生 误差 ， 
其 误差 限 可 利用 函数 的 泰勒 展开 式 进 行 估计 . 设 f(x) 是 一 元 孙 
数 ,z 的 近似 值 为 zx" ,以 f(x" ) 近 似 f(z), 其 误差 界 记 作 
el(f(xz' )), 可 用 泰勒 展开 
f(z)— f(r) = fr) rr" ) + {0 — Xx* )?, 
& 介 于 x，* 之 间 ， 
取 绝 对 值得 


| fC2) rz | 去 | Fr) cz) 十 上 ecz) 
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假定 (zxz*) 与 了 F(z* ) 的 比值 不 太 大 ,可 忽略 s(Cz* ) 的 高 阶 
项 ,于 是 可 得 计算 函数 的 误差 限 
eCflzr*)) | fx’) | elr’). 
当 了 为 多 元 函数 时 ,例如 计算 A 二 (zi,… ,Zz,)， 如 果 Zz1 ,*…， 
x» 的 近似 值 为 x? ，…,z? , 则 A 的 近似 值 为 A* 二 了 f(z? ，… ,zx* )， 
于 是 由 泰勒 展开 得 函数 值 A* 的 误差 eC(A* ) 为 
eA')=A" 一 A= f(xy, Ti) 一 zh) 


并 af(l eT 
人 


> 并 > ) cx — zx) 
k 


9z 
-站 全) “， 
于 是 误差 赋 
el(A: ,~ |( EE) ey; (2.3) 
而 A* 的 相对 误差 限 为 


e: = A’) = ~ | 这 ) 了 (2.4) 


例 4 己 测 委 生 场 地 长 l 引信 一 1l10m, 宽 d 的 值 为 d* 
二 80m,; 已 务 | 1 一 "| 声 0.2m,|d 一 d* | 过 0. lm， 试 求 面积 =id 
的 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 . 


1 as 9s 
解 ” 因 一心， =4d; 32 一 人 ， 由 (2.3) 知 


eG ~ | (加 ) se 十 | (中 ) ed*), 
其 中 
(中 ) =4 一 80m， ( 范 ) = 人 =110m， 
而 e(l’ )=0. 2m， e(d’ )=0.1m, 


于 是 绝对 误差 限 
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e(s” )280X (0.2)+110x (00.1)=27(m); 
相对 误差 限 
nye)_e(s’*) 27 

“TTT a Ya800 
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数值 运算 中 的 误差 分 析 是 个 很 重要 而 复杂 的 问题 ,上 节 讨 论 
了 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 限 , 它 只 适用 于 简单 情形 ,然而 一 个 
工程 或 科学 计算 问题 往往 要 运算 千 万 次 ,由 于 每 步 运算 都 有 误差 ， 
如 果 每 步 都 做 误差 分 析 是 不 可 能 的 ,也 不 科学 ,因为 误差 积累 有 正 
有 负 , 绝 对 值 有 大 有 小 ,都 按 最 坏 情 况 估 计 误差 限 得 到 的 结果 比 实 
际 误 差 大 得 多 ,这 种 保守 的 误差 估计 不 反映 实际 误差 积累 . 考虑 
到 误差 分 布 的 随机 性 ,有 人 用 概率 统计 方法 ,将 数据 和 运算 中 的 舍 
入 误差 视 为 适合 某 种 分 布 的 随机 变量 ,然后 确定 计算 结果 的 误差 
分 布 , 这样 得 到 的 误差 估计 更 接近 实际 , 这 种 方法 称 为 概率 分 
析 法 . 

20 世纪 60 年 代 以 后 对 舍 人 误差 分 析 提 出 了 一 些 新 方法 , 较 
重要 的 有 以 下 两 种 ， 

1， 向 后 误差 分 析 法 是 把 新 算出 的 量 由 某 个 公式 表达 , 它 仅 含 
基本 算术 运算 ,如 假定 a1,…,a, 是 前 面 已 算出 的 量 或 原始 数据 ， 
新 算出 量 


一 0. 31%. 


Z 一 g(al， an). 
若 a; 的 摄 动 为 es， 使 得 由 浮 点 运算 得 出 结果 为 
Z1 一 g(al 十 el an 十 eo)。 
则 可 根据 6; 的 界 由 摄 动 理论 估 计 最 后 伟人 误差 1z 一 zzr| 的 界 , 威 
克 偿 (Wilkinson) 将 这 种 方法 应 用 于 数值 代数 (矩阵 运算 ) 的 误差 
分 析 ,取得 较 好 效果 . | 
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2. 区 间 分 析 法 是 把 参加 运算 的 数 zx, y,z,… 都 看 成 区 间 量 
X,Y,Z,… ,根据 区 间 运 算 规则 求 得 最 后 结果 的 近似 值 及 误差 限 . 
例如 ,z,y 的 近似 数 为 a,B, 由 于 |z 一 a|<6a,1y 一 B168, 则 ze 
Lada,at+da]=X,yELB—68,B+68]=Y, 若 计算 z= 一 zx* y(* 为 
运算 符号 ), 由 Z 一 xY=[z,z] 一 [z 一 6z,z 十 6z], 则 z 为 所 求 近 
似 值 ,而 6: 则 为 误差 限 . 

上 面 简略 介绍 了 误差 分 析 的 几 种 方法 ,但 都 不 是 十 分 有 效 的 ， 
目前 尚 无 有 效 的 方法 对 误差 做 出 定量 估计 . 为 了 确保 数值 计算 结 
果 的 正确 性 ,首先 需 对 数值 计算 问题 做 定性 分 析 ,为 此 本 节 讨 论 以 
下 三 个 问题 . 


1.3.1 病态 问题 与 条 件数 


对 一 个 数值 问题 本 身 如 果 输 入 数据 有 微小 扰动 ( 即 误 差 ), 引 
起 输出 数据 ( 即 问 题解 ) 相 对 误差 很 大 ,这 就 是 病态 问题 ,例如 计 


算 函 数值 /(z) 时 ,车 有 扰动 Ax 一 xz 一 z* ,其 相对 误差 为 人 , 函 
数值 f(x" ) 的 相对 误差 为 站 开 寺 三 一. 相对 误差 比值 


fe/| 和 ~ zf DC, (3.1) 


f(z) 竺 |~ flz) 

C， 称 为 计算 函数 值 问题 的 条 件数 . 自 变 量 相对 误差 一 般 不 会 太 
大 ,如 果 条 件数 C, 很 大 ,将 引起 函数 值 相对 误差 很 大 ,出 现 这 种 
情况 的 问题 就 是 病态 问题 . 

例如 ,了 f(x) 二 x", 则 有 C 一 2, 它 表示 相对 误差 可 能 放大 ” 倍 . 
如 2 一 10, 有 F(1)=1, 8(1.02)、1.24, 若 取 z 一 1,z 一 1.02 自 变 
量 相 对 误差 为 2% , 函数 值 相对 误差 为 24 ,这 时 间 题 可 以 认为 是 
病态 的 . -- 般 情况 条 件数 C, 宇 10 就 认为 是 病态 ,C, 越 大 病态 越 
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其 他 计算 问题 也 要 分 析 是 否 病态 . 例如 解 线性 方程 组 ,如 果 
输入 数据 有 微小 误差 引起 解 的 巨大 误差 ,就 认为 是 病态 方程 组 ,我 
们 将 在 第 5 章 用 和 矩阵 的 条 件数 来 分 析 这 种 现象 ， 


1.3.2 算法 的 数值 稳定 性 


用 一 个 算法 进行 计算 ,由 于 初始 数据 误差 在 计算 中 传播 使 计 
算 结 果 误 差 增 长 很 快 就 是 数值 不 稳定 的 , 先 看 下 例 . 
例 5 计算 工 一 c| ze dzCn 二 0,1,…) 并 估计 误差. 


由 分 部 积分 可 得 计算 三 的 递 推 公式 
了 一 1 一 7T (n= 1,2,.…)， (3, 2) 


b= | edr=1—e. 
若 计算 出 ,代入 (3.2) ,可 逐次 求 出 也, ，,… 的 值 . 要 算出 了 就 
要 先 计算 e-! 着 用 于 和 多 顶 式 展开 部分 和 
1 二 D+ 与 ++ 与 
并 取 一 7, 用 4 位 小数 计 算 , 册 和 e!' 0. 3679, 截 断 误差 Ri 一 
1e 一 0.36791 福 六 < 二 X10 一 . 计算 过 程 中 小 数 点 后 第 5 位 的 数 


字 按 四 会 五 人 原则 会 人 ,由 此 产生 的 舍 人 误差 这 里 先 不 讨论 ， 当 
初 值 取 为 J-0.6321= 二 1 时 ,用 (3.2) 递 推 的 计算 公式 为 
下 一 0, 6321; 
(A) 
1,=1—nl,i (n= 1,2,."). 
计算 结果 见 表 1- 1 的 了 列 . 用 i, 近似 IL 产生 的 误差 E,=1,—i, 
就 是 初 值 误差 , 它 对 后 面 计算 结果 是 有 影响 的 . 
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I" (用 (B) 算 ) 7, (用 (A) 算 ) I1* (用 (B) 算 ) 


从 表 中 看 到 fs 出 现 负 值 , 这 与 一 切 I, 之 0 相 矛 盾 . 实际 上 ,由 
积分 估 值 得 


el! 


1 1 
== el(min e’)| x"dz 过 1,<= oCmaxe)| Zz"dz 
7 十 1 0<z<1 0 0<z<1 0 


-- 二 《3.3) 
因此 , 当 n 较 大 时 ,用 j, 近似 1 显然 是 不 正确 的 . 这 里 计算 公式 
与 每 步 计 算 都 是 正确 的 ,那么 是 什么 原因 使 计算 结果 错误 呢 ? 主 
要 就 是 初 售 j。 有 误差 EE 二 了 ,一 ij, ,由 此 引起 以 后 各 步 计算 的 误差 

二 了 ,一 1, 满足 关系 
E, =— nE,, (n = 1,2，…). 
容易 推 得 
E, = (— D"n!E,, 
这 说 明 " 有 误差 E。 , 则 1 就 是 E。 的 n! 倍 误 差 . 例如 ,xm 一 8, 若 


I |= 广 X10~, 则 |Es|= 二 8! X| 忆 1>2. 这 就 说 明 1 完全 不 能 


近似 Is 了 它 表 明 计算 公式 (A) 是 数值 不 稳定 的 . 
我 们 现在 换 一 种 计算 方案 . 由 (3. 3) 取 ”一 9, 取 


el! 1 
50<=b < 75 


我 们 粗略 取 心 去 ( 击 十 $5 )=0.0684 一 ,然后 将 公式 (3.2) 倒 
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过 来 算 ， 即 由 ls 算出 Te ,7 四 ,公式 为 


I = 0.0684, 
or 1 = 二 (1 一 玉 ) (n= 9,8,. ,1); 


计算 结果 见 表 1-1 的 I; 列 , 我们 发 现 石 与 1。 的 误差 不 超过 
10 一 . 记 EE? = 一 17, 则 |Es [一 本 1B 1 ,Es 比 五 ”缩小 了 2 


倍 ,因此 ,尽管 本 较 大 ,但 由 于 误差 逐步 缩小 , 故 可 用 I; 近似 1，. 
反之 , 当 用 方案 (A) 计 算 时 ,尽管 初 值 f 相当 准确 ,由 于 误差 传播 
是 逐步 扩大 的 ,因而 计算 结果 不 可 靠 . 此 例 说 明 ,数值 不 稳定 的 算 
法 是 不 能 使 用 的 . 

定义 3 一 个 算法 如 果 输 入 数据 有 误差 ,而 在 计算 过 程 中 使 
人 误差 不 增长 , 则 称 此 算法 是 数值 稳定 的 ,否则 称 此 算法 为 不 稳 
定 的 ， 

在 例 5 中 算法 (B) 是 数值 稳定 的 ,而 算法 (A) 是 不 稳定 的 . 数 
值 不 稳定 现象 属于 误差 危害 现象 ,如 何 防止 误差 危害 下 面 将 进 一 
步 讨论 . 


1.3.3 训 免 误差 危害 的 若干 原则 


数值 计算 中 首先 要 分 清 问 题 是 否 病态 和 算法 是 否 数值 稳定 ， 
计算 时 还 应 尽量 避免 误差 危害 ,防止 有 效 数字 的 损失 ,下 面 给 出 若 
和 二 原 则 . 
1. 要 避 绝 除数 绝对 值 远 远 小 于 被 除数 绝对 值 的 除法 
用 绝对 信 小 的 数 作 除 数 会 人 误差 会 增 大 ,如 计算 二 ,车 0 一 
1y| 字 |z|, 则 可 能 对 计算 结果 带 来 严重 影响 ,应 尽量 避免. 
例 6 线性 方程 组 
| 0. 00001zx + Xx: 二 1， 
2X1 十 Xs 二 2. 
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的 准确 解 为 
= 200000 _ _ 199998 _ 


现在 四 位 深 点 十 进 制 数 ( 仿 机 器 实际 计算 ) 下 用 消去 法 求解 ,上 述 
方程 写成 
10°4 .0. 1000z1 + 10’ .0. 1000z: = 101。0. 1000， 
| 1C' » 0. 2000z1 十 101。0. 1000zx: = 10! » 0. 2000. 


车 用 二 (10 。0. 1000) 除 第 一 方程 减 第 二 方程 , 则 出 现 用 小 


的 数 除 大 的 数 ,得 到 
10™ 。0.1000zi 十 10!。0. 1000zx， = 101。0. 1000， 
fo ,0. 2000z = 10° 。0. 2000. 
由 此 解 出 
Zi 一 0， za = 10' 。0. 1000 一 1， 
显然 严重 失真 . 
若 反 过 来 用 第 二 个 方程 消去 第 一 个 方程 中 含 zi 的 项 , 则 避免 
了 大 数 被 小 数 除 ,得 到 
105。0. 1000zs = 10° » 0. 1000， 
fi * 0. 2000z1 二 10! 。0. 1000x; 一 10! 。0. 2000. 
由 此 求 得 相当 好 的 近似 解 
Xi1 = 0.5000， Za = 10! »。0. 1000, 
2. 要 避免 两 相近 数 相 减 
在 数值 计算 中 两 相近 数 相 减 有 效 数字 会 严重 损失 . 例如 ,z= 
532. 65,y 一 532. 52 都 具有 五 位 有 效 数 字 , 但 zx 一 y 二 0.13 只 有 两 
位 有 效 数字 . 这 说 明 必 须 尽量 避免 出 现 这 类 运算 最 好 是 改变 计 
算 方法 ,防止 这 种 现象 产生 . 现 举例 说 明 . 
例 7 求 x 一 16z 十 1 二 0 的 小 正 根 . 
解 .ci 一 8 十 V63,zrs 一 8 一 /63<8 一 7. 94 一 0.06 一 好 ， 
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xz? 只 有 一 位 有 效 数 字 . 若 改 用 
1 
Xs == 8 一 -~ 15 54 ~ 0 0627 
具有 3 位 有 效 数字 . 
例 8 计算 A=10’' (1 一 cos2")( 用 四 位 数学 用 表 ). 
由 于 cos2" 二 0. 9994 ,直接 计算 
A=1(C(1—cos2) = 10’(1—0.9994) =6 X 10, 
只 有 一 位 有 效 数 字 . 若 利 用 1 一 coszx = 2sin? 却 ; 则 
A=10(1—cos?2) = 2X (sinl’)’ x 10” = 6.13x 10’ 
具有 三 位 有 效 数 字 ( 这 里 sin1° 二 0. 0175). 
此 例 说 明 ,可 通过 改变 计算 公式 避免 或 减少 有 效 数 字 的 损失 . 
类 似 地 ,如果 Xl 和 X2 很 接近 时 ; 则 
lgzi 一 jgzs? 一 lg ll, 
之 2 
用 右边 算式 有 效 数字 就 不 损失 . 当 很 大 时 ， 


TIT-= 一 一， 
”ET 


都 用 右 端 算式 代替 左 端 . 一 般 情况 , 当 f(x) 守 f(zx* 时 ,可 用 泰 
勒 展开 


Fa 一 Fa = fr rr) + A ) (7 ) 


取 右 端的 有 际 项 近似 左 端 ， 如 果 无 法 改变 算式 , 则 采用 增加 有 效 
位 数 进行 运算 ;在 计算 机 上 则 采用 双 倍 字 长 运算 ,但 这 要 增加 机 器 
计算 时 间 和 多 占 内 存单 元 . 

3， 要 防止 大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 

在 数值 运算 中 参加 运算 的 数 有 时 数量 级 相差 很 大 ,而 计算 机 
位 数 有 限 , 如 不 注意 运算 次 序 就 可 能 出 现 大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 的 现象 ， 
影响 计算 结果 的 可 靠 性 . 
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例 9 在 五 位 十 进 制 计算 机 上 ,计算 
A 二 52492 十 25,, 
其 中 0. 1<.6, 志 0. 9. 
把 运算 的 数 写成 规格 化 形式 
A = 0.52492 X 105 十 526. 
由 于 在 计算 机 内 计算 时 要 对 阶 , 若 取 二 0.9, 对 阶 时 6.= 
0.000009x10 ,在 五 位 的 计算 机 中 表示 为 机 器 0, 因此 
A= 0.52492 x 105 十 0.000009 x 10 十 … 十 0.000009 x 105 
会 0.52492 x 10 (符号 全 表示 机 器 中 相等 )， 
结果 显然 不 可 靠 , 这 是 由 于 运算 中 出 现 了 大 数 52492“ 吃 掉 ” 小 数 
6, 造成 的 . 如果 计 算 时 先 把 数量 级 相间 的 一 干 个 6 相 加 ,最 后 再 
加 52492 ,就 不 会 出 现 大 数 “ 吃 ”小 数 现象 ,这 时 


1000 


0.1X10 < 6 0.9x10, 
i=1 


于 是 
0.001 X 105 十 0.52492 x 10 过 4 委 0.009X10 十 0.52492 X 105 ， 
52592<< 4 和 53392. 

4. 注意 简化 计算 步骤 ,减少 运算 次 数 

同样 一 个 计算 问题 ,如果 能 减少 运算 次 数 , 不 但 可 节省 计算 机 
的 计算 时 间 ,还 能 减少 伟人 误差 . 这 是 数值 计算 必须 遵从 的 原则 ， 
也 是 “数值 分 析 ” 要 研究 的 重要 内 容 . 

例 10 计算 多 项 式 

P,(7X) 一 az 十 cd 十 中 十 dw 十 ao 

的 值 , 车 直接 计算 aix* 再 逐 项 相 加 ,一 共 需 做 


n 二 Cn 一 DD 十 二 2 十 1 一 全 人 一 
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次 乘法 和 次 加 法 ， 若 采用 秦 九 韶 算 法 


S, 一 ah， 
Si 一 To9Hl 十 ak(R 一 1 一 1，…2,1),0)， 《3. 4) 
了 (zz) = So. 


只 要 nn 次 乘法 和 7 次 加 法 就 可 算出 P,(z) 的 值 . 
在 “数值 分 析 ” 中 ,这 种 节省 计算 次 数 的 算法 还 有 不 少 . 本 书 
第 3 章 介绍 的 FFT 算法 ,就 是 一 个 最 成 功 的 范例 . 


评 注 


本 章 第 1 节 简 要 地 介绍 了 数值 分 析 的 研究 对 象 , 它 是 计算 数 
学 的 主要 部 分 ,关于 计算 数学 介绍 可 参考 人 《中 国 大 百科 全 书 ， 数 
学 ) 中 的 有 关 条 目 . 第 2 和 第 3 节 中 介绍 了 误差 的 基本 概念 与 误 
差分 析 的 者 干 原则 ,数值 计算 中 的 舍 入 误差 是 一 个 困难 而 复杂 的 
间 题 ,目前 尚 无 真正 有 效 的 定量 估计 方法 ,第 3 节 中 提 到 的 向 后 误 
差分 析 法 ( 见 文献 [8 及 区 间 分 析 法 ,实际 计算 时 仍 有 不 少 困 
难 ,对 大 型 科举 计算 的 误差 估计 仍 难于 使 用 . 因此 在 本 书 中 更 着 
重 对 误差 的 定性 分 析 , 即 对 每 个 具体 算法 只 要 是 数值 稳定 的 ,就 不 
必 再 做 舍 入 误差 估计 ,至 于 方法 的 截断 误差 将 结合 不 同 问 题 的 具 
体 算法 进行 讨论 . 


习 题 


1, 设 z>0*z 的 相对 误差 为 86, 求 lnz 的 误差 . 

2. 设 zx 的 相对 误差 为 2% , 求 x* 的 相对 误差 . 

3. 下 列 各 数 都 是 经 过 四 舍 五 人 得 到 的 近似 数 , 即 误差 限 不 超过 最 后 一 
位 的 半 个 单位 , 试 指出 它们 是 几 位 有 效 数字 : 


习 题 ” 19 ， 


好 一 1.1021， zx: =0.031l, 过 = 385.6, 
xX? 一 56.430， Z5 ==7X1.0. 

4， 利用 公式 (2. 3) 求 下 列 各 近似 值 的 误差 限 : 

(DD zr tatters CD) rrixs, (Cid zi /ze. 
其 中 xz? ,x2? ,XxX? ,Xt 均 为 第 3 题 所 给 的 数 . 

5. 计算 球体 积 要 使 相对 误差 限 为 1% , 问 度量 半径 R 时 允许 的 相对 误 
差 限 是 多 少 ? 

6. 设 Y。 二 28, 按 递 推 公 式 


Y, = Y,, 一 V783 Cn = 1,2,.) 


计算 到 Yioo. 若 取 w783 盖 27. 982(5 位 有 效 数字 ) ,试问 计算 Yo 将 有 多 大 
误差 ? 

7. 求 方程 z? 一 56z 十 1 二 0 的 两 个 根 ,使 它 至 少 具 有 4 位 有 效 数字 
(W783 人 27. 982). 


8. 当 N 充分 大 时 ,怎样 求 | 这 二 dx 


9. 正方形 的 边 长 大 约 为 100cm, 应 怎样 测量 才能 使 其 面积 误差 不 超过 


lcm2? 
10. 设 5 一 去 gt ,假定 g 是 准确 的 ,而 对 + 的 测量 有 十 0. 1 秒 的 误差 ,证 


明 当 :上 增加 时 $ 的 绝对 误差 增加 ,而 相对 误差 却 减 少 . 
11. 序列 {y } 满 足 递 推 关 系 
多 一 10w 一 1 (人 一 1,2，…)， 
若 mm =V2s:1.41( 三 位 有 效 数 字 ), 计 算 到 ye 时 误差 有 多 大 ? 这 个 计算 过 程 
稳定 吗 ? 
12. 计算 [一 2 一 1D)5, 取 V21.4, 利 用 下 列 等 式 计算 , 哪 一 个 得 到 的 结 
果 最 好 ? 
1 
(V2 + 1 
1 
(3 2V2)3 


(3 一 2V2)3， 


99 一 70V2. 
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13./(z)=In(x 一 Vz? 一 1), 求 /(30) 的 值 ， 若 开 平方 用 6 位 函数 表 , 问 
求 对 数 时 误差 有 多 大 ?车 改 用 另 一 等 价 公式 
In(x— Vr —1) In(z+ Vr —1) 
计算 , 求 对 数 时 误差 有 多 大 ? 


第 2 章 插 值 法 
2.1 引言 


许多 实际 问题 都 用 区 数 y= f(x) 来 表示 某 种 内 在 规律 的 数量 
关系 ,其 中 相当 一 部 分 函数 是 通过 实验 或 观测 得 到 的 . 虽然 f(x) 
在 某 个 区 间 [a,5j 上 是 存在 的 ,有 的 还 是 连续 的 ,但 却 只 能 给 
La,b] 上 一 系列 点 z; 的 函数 值 y; 二 f(xi) (i 二 0,1,…,n), 这 只 是 
一 张 函数 表 . 有 的 函数 虽 有 解析 表达 式 , 但 由 于 计算 复杂 ,使 用 不 
方便 ,通常 也 造 一 个 函数 表 ,如 大 家 熟悉 的 三 角 函 数 表 、 对 数 表 . 平 
方 根 和 立方 根 表 等 等 . 为 了 研究 函数 的 变化 规律 ,往往 需要 求 出 
不 在 表 上 的 函数 值 . 因此 ,我 们 希望 根据 给 定 的 函数 表 做 一 个 既 
能 反映 函数 f(z) 的 特性 ,又 便于 计算 的 简单 函数 PCz), 用 P(x) 
近似 f(z)， 通常 选 一 类 较 简 单 的 函数 (如 代数 多 项 式 或 分 段 代数 
多 项 式 ) 作 为 PCz) ,并 使 PCx;) 二 f(z) 对 i 二 0,1,…,n 成 立 ， 这 
样 确定 的 P(z) 就 是 我 们 希望 得 到 的 插值 函数 . 例如 ,在 现代 机 械 
工业 中 用 计算 机 程序 控制 加 工 机 械 零 件 , 根 据 设 计 可 给 出 零件 外 
形 曲 线 的 某 些 型 值 点 (xi,y;) (i 二 0,1,… ,7n) ,加 工时 为 控制 每 步 
走 刀 方 向 及 步 数 ,就 要 算出 零件 外 形 曲 线 其 他 点 的 函数 值 , 才 能 加 
工 出 外 表 光 滑 的 零件 ,这 就 是 求 插值 函数 的 问题 . 下 面 我 们 给 出 
有 关 插 值 法 的 定义 . 
设 函 数 y= 二 了 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 定义 , 且 已 知 在 点 a 志 zx 过 
区 过 之 Zz 人 6b5 上 的 值 yo,y1，… ,>,, 若 存在 一 简单 函数 P(xz) ,使 
P(zi) = y, (i = 0,1,..,n) (1.1) 
成 立 ,就 称 P(xz) 为 f(x) 的 揪 值 函数 ,点 zxo ,zx ,… ,zz, 称 为 插值 节 
OO mY 人 


站 


.22 。 第 2 章 ， 播 值 法 


点 ,包含 播 值 节点 的 区 间 [a ,oj 称 为 插值 区 间 , 求 插值 函数 P(z) 的 
方法 称 为 插值 法 . 车 PCz) 是 次 数 不 超 过 ”的 代数 多 项 式 , 即 
P(xz) 一 ao 十 GT 工 十 十 aiT"， (1.2) 
其 中 a; 为 实数 ,就 称 PCz) 为 插值 多 项 式 ,相应 的 插值 法 称 为 多 项 
式 插值 . 车 P(z) 为 分 段 的 多 项 式 , 就 称 为 分 段 播 值 . 若 P(x) 为 
三 角 多 项 式 , 就 称 为 三 角 揪 值 . 本章 只 讨论 多 项 式 插值 与 分 段 插值 . 
从 几何 上 看 ,插值 法 就 是 求 曲 线 y= 二 P(x), 使 其 通过 给 定 的 
nn 十 1 个 点 (Crisyi) ,i 二 0,1,…,n, 并 用 它 近似 已 知 曲 线 y= f(x)， 
见 图 2-1. 


插值 法 是 一 种 古老 的 数学 方法 , 它 来 自生 产 实 践 . 早 在 一 千 
多 年 前 ,我 国 科学 家 在 研究 历法 上 就 应 用 了 线性 插值 与 二 次 插值 ， 
但 它 的 基本 理论 和 结果 却 是 在 微 积 分 产生 以 后 才 逐 步 完 善 的 ,其 
应 用 也 日 益 增 多 ,特别 是 在 电子 计算 机 广泛 使 用 以 后 ,由 于 航空 、 
造船 .精密 机 械 加 工 等 实际 问题 的 需要 ,使 插值 法 在 实践 上 或 理论 
上 显得 更 为 重要 ,并 得 到 进一步 发 展 ,尤其 是 近 几 十 年 发 展 起 来 的 
样 条 (spline) 插 值 ,更 获得 了 广泛 的 应 用 . 

本 章 主要 研究 如 何 求 出 插值 多 项 式 ,分 段 插值 函数 , 样 条 插值 
函数 :讨论 搬 值 多 项 式 P(z) 的 存在 唯一 性 ,收敛 性 及 误差 信 
计 等 . 
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2.2 拉 格 朗 日 插值 


2.2.1 线性 插值 与 抛物 插值 


对 给 定 的 插值 点 为 求 得 形 如 (1. 2) 的 插值 多 项 式 可 以 有 各 种 
不 同方 法 ,下 面 先 讨论 n=1 的 简单 情形 ,假定 给 定 区 间 [ x , zit+1] 
及 端点 函数 值 Ve = fTE), Wat 一 了 (zt+l), 要 求 线性 播 值 多 项 式 
LiCz) 使 它 满 足 


工 (ze) 一 Ve» Li (we) 一 Yerl: 


» 


y= (xz) 的 几何 意义 就 是 通过 两 点 《2 ,4 ) 与 《Zi+1l 9 Vetl ) 的 直 
线 , 如 图 2-2 所 示 ,Li1(x) 的 表达 式 可 由 几何 意义 直接 给 出 


一 全 (Xx 一 x) 《点 和 斜 式 )， 
Th 


Li{x) = y 421 
二 


(2. 1) 
LY) = 了 一 十 - 工 二 2 yu (两 点 式 )， 
Tal 一 人 Tatl 一 人 
由 两 点 式 看 出 ,Li(x) 是 由 两 个 线性 函数 
LX) = (zr) = (2. 2) 
Th 一 Terl Tt! XE 


的 线性 组 合 得 到 ,其 系数 分 别 为 VE 及 AH1， 即 
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Li(z) = ye) yerilei (Zz). (2. 3) 
显然 ,li (xz) 及 liri1tzx) 也 是 线性 插值 多 项 式 ,在 节点 zh 及 zer1 上 
满足 条 件 
{i (Xi) = 1, li (Xi) = 0; 
lu lxi) 一 0， ZiCzui) = 1. 
我 们 称 函 数 ‘zx) 及 U1(zx) 为 线性 插值 基 沙 数 ,它们 的 图 形 见 
图 2-3. 


下 面 讨论 n==2 的 情况 . 假定 插值 节点 为 zx,_1,zxi ,xsri ,要 求 

二 次 插值 多 项 式 L; (zx) ,使 它 满足 
L(xi) 一 yy; (7 一 R 一 1,8,R 十 1). 

我 们 知道 > 一 Lr(Cz) 在 几何 上 就 是 通过 三 点 (ze lyye ia) Czeyy)， 
(zirlyyer) 的 抛物 线 ， 为 了 求 出 L(z) 的 表达 式 ,可 采用 基 孙 数 
方法 ,此 时 基 函 数 4_1(x) ,LCX) 及 [iw1(z) 是 二 次 函数 ,是 在 节点 
上 满足 条 件 
GCC) 一 1， ln(r)=0 (= kk 二 1); 
li(xi) = 1, li(x;)=0 or (2.4) 
LiCzer) = 1, hn(z)=0 (=k—1,k). 
满足 条 件 (2. 4) 的 插值 基 酉 数 是 很 容易 求 出 的 ,例如 求 h_1(z), 因 
它 有 两 个 零 感 x 及 zit1; 故 可 表示 为 
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ZK(Z) 一 A(zT— ri) (To Xa), 


其 中 A 为 待定 系数 ,可 由 条 件 Li_1 (zi.1) 王 1 定 出 


1 
A ， 
(ze — TE) Tel — TH) 
于 是 Wr) (ZT— XTi) (一 Te) 


(Xp 一 TE Tet Xetrl ) 


同 理 可 得 U(x) 一 AX 一 1) (ZX 一 ZX) 


(zx 一 Al ) (x 一 Xi ) 


(TXT— Xi To ZT) 
(Thr — TI Tat — Xe) 
二 次 插值 打 函 数 4 1(z) ,UCz) ,U(rx) 在 区 间 [z_1 ,zim] 上 的 
图 形 见 图 2-4. 


Ler (TX) 一 


AI) 


图 2-4 


利用 二 次 捅 值 基 函 数 0 (Cz),ACz),aiCz) ,立即 得 到 二 次 
插值 多 项 式 
12CZ) = VCZ) yle 7X) yl (x), (2.5) 
显然 , 它 满足 条 件 L, (zj) 一 y; (j= 二 k 一 1,k,k 十 1). 将 上 面 求 得 的 
Li (T) ,CX) ,Uri1《ZX) 代 入 (2.5), 得 


(Zz 一 CD) 并 一 Teti ) 
(el -一 TE) CT 一 Tit1) 


L; (x) Ye-1 
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(Zz Xl ) (x 一 Xl ) 


(Th 一 1 ) (x 一 Xl ) 


十 Ys 


(XT— Te Teo Xe) 
(Terl 一 Tel) CXperl 一 XE) 


十 yi 


2.2.2 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


上 面 我 们 对 n= 二 1 及 n= 二 2 的 情况 ,得 到 了 一 次 与 二 次 插值 多 
项 式 L(x) 及 L(x) ,它们 分 别 由 (2. 3) 与 (2.5) 表 示 . 这 种 用 插值 
基 函 数 表 示 的 方法 容易 推广 到 一 般 情 形 . 下 面 讨 论 如 何 构造 通过 
1 十 1 个 节点 x6 过 zj 二 … 过 x 的 n 次 插值 多 项 式 L, (x) ,假定 它 满 
足 条 件 

工 。 (zi) 一 多 (7 = 0,1,.,n). (2. 6) 

为 了 构造 L, (xz) ,我 们 先 定义 n 次 插值 苦 函数. 

定义 1 若 n 次 多 项 式 1j Cx)(j= 二 0;1,…,n) 在 nn 十 1 个 节点 
zo<zi<…<z 上 满足 条 件 

1l， k= J; . 
lj (x) = Gk=0,1,%,n) (2. 7) 
0， 玉 天 了 
就 称 这 nn 十 1 个 次 多 项 式 1oCz),0Cz)， 1 (Cz) 为 节点 Zo， 
19 Tn 上 的 nn 次 播 值 基 函 数 . 

对 n==1 及 n=2 时 的 情况 前 面 已 经 讨论 用 类 似 的 推导 方 

法 ,可 得 到 次 插值 基 哨 数 为 


L(x) = (TO— To XT XE) Xo TE) To Ti) 
* 《2 一 To ) (CR -一 Tt) Th 一 RH ) Th 一 Tv ) 


(k=0,1,.…,n). (2.8) 
显然 它 满 足 东 件 (2.7)， 于 是 ,满足 条 件 (2. 6) 的 插值 多 项 式 
L,(z) 可 表示 为 


工 ,(z) = > ydrlx), (2.9) 


k=0 


由 L(xz) 的 定义 , 知 
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L, :rc;) 一 > ysli lx;) 一 Yj (7 = 0,1,.,n). 
k=0 


形 如 (2.9) 的 插值 多 项 式 L, (x) 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 值 多 
项 式 , 而 (2. 3) 与 (2. 5) 是 n= 二 1 和 n= 二 2 的 特殊 情形 . 
若 引 人 记号 - 


Wi CT) = (To Xo To TX ri), (2. 10) 
容易 求 得 
oo (X41) = (To To) Te 一 ZE 一 2EH) (ZL 一 2n)。 
于 是 公式 (2. 9) 可 改写 成 
Wtl (xX) 
L(x) = 2 二 一 2)or Cs) (2.11) 


注意 ,n 次 插值 多 项 式 L, (zx) 通常 是 次 数 为 n 的 多 项 式 , 特 殊 
情况 下 次 数 可 能 小 于 n. 例如 ,通过 三 点 (zo, yo), (zy )， 
(zz ,2) 的 二 次 插值 多 项 式 L (xz), 如果 三 点 共 线 , 则 y==L (xz) 就 
是 一 直线 ,而 不 是 抛物 线 ,这 时 L, (zx) 是 一 次 多 项 式 . 

关于 插值 多 项 式 存在 唯一 性 有 以 下 定理 . 

定理 1 在 次 数 不 超 过 的 多 项 式 集合 日 , 中 ,满足 条 件 
(2. 6) 的 插值 多 项 式 L, (x) € 日 , 是 存在 唯一 的 . 

证 明 公式 (2. 11) 所 表示 的 L, (x) 已 证 明了 插值 多 项 式 的 存 
在 性 ,下 面 用 反 证 法 证 明 唯一 性 . 假定 还 有 P(x)E HH, 使 P(z;) 
三 f(zi) ,i 一 0,1,…,n 成 立 . 于 是 有 L(xi) 一 Plzi) 一 0 对 i=0， 
1,…,n 成 立 , 它 表 明 多 项 式 L, (zx) 一 P(x)E H, 有 nn 十 1 个 零点 
Tos Xi Tn 这 与 n 次 多 项 式 只 有 nn 个 零点 的 代数 基本 定理 矛 
盾 , 故 只 能 P(xz) 三 L, (x). 证 毕 . 

根据 存在 唯一 性 定理 , 若 令 f(x)==zx”",m 二 0,1,…,n 可 得 


DrPillz) 一 2， 了 一 0 1 (2. 12) 
k=0 
若 取 m= 二 C ; 则 
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Dr) =1. (2.13) 
它 可 用 来 检验 函数 组 (4 (zx) ,并 一 0 ，… ;2) 的 正确 性 . 


2.2.3 插入 余 项 与 误差 估计 


若 在 [a, 中 上 上 用工.(Cz) 近 似 f(x), 则 其 截断 误差 为 RR,(Cz) 一 
f(x) 一 L,(x) ,也 称 为 插值 多 项 式 的 余 项 . 关于 插值 余 项 估计 有 
以 下 定理 . 

定理 2 设 /”(zx) 在 La,6] 上 连续 ,f”?(x) 在 (a,5) 内 存在 ， 
节点 c 安 zo< 挟 石 所 < 和 安 0, (Xz) 是 满足 条 件 (2.6) 的 插值 多 项 
式 , 则 对 任何 zx 人 La,6bj], 插 值 余 项 


好 十 1) 
RCz) = f(x) — L(x) = oe), (2. 14) 


这 里 6 (4,5) 且 依赖 于 zwnriCz) 是 (2. 10) 所 定义 的 . 
证 明 由 给 定 条 件 知 R, (x) 在 节点 zi (k= 二 0,1,…,n) 上 为 
零 ; 即 R, (zi) -=:0(k 二 0,1,…,n) ,于 是 
R(x) = KC(r)(r— To (Xo Tri) (rT x) = Kr wz), 
(2.15) 


其 中 K(z) 是 与 zx 有 关 的 待定 旺 数 . 

现 把 xz 看 或 La,b] 上 的 一 个 固定 点 , 作 函 数 

p(t) = 太一 [Ci — K(X) (to Xo) (tT) (tx,), 
根据 插值 条 件 及 余 项 定义 ,可 知 VD 在 点 myzi yz 及 工 处 均 
为 零 , 故 pl) 在 La,5j 上 有 xn 十 2 个 零点 ,根据 罗 尔 (Rolle) 定 理 ， 
9 GD) 在 gC 四 也 两 个 零点 间 至 少 有 一 个 零点 , 故 9 (2) 在 La, 内 至 
少 有 2 十 1 个 零点 . 对 9g (2) 再 应 用 罗 尔 定理 ,可 知 g (1) 在 La,6] 
内 至 少 有 7 个 零点 . 依 此 类 推 ,p" 0 (#) 在 (a,5) 内 至 少 有 一 个 零 
点 , 记 为 EE (ap) ,使 

pb 一 fT Om n+ DIKCG) = 0, 
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于 是 


、 ore) 
K(zx) = 0 ise (a,6b), 且 依赖 于 z. 


将 它 代入 (2. 15) ,就 得 到 余 项 表达 式 (2. 14). 证 毕 . 

应 当 指 出 , 余 项 表达 式 只 有 在 f(z) 的 高 阶 导数 存在 时 才能 应 
用 . $ 在 (a,5) 内 的 具体 位 置 通常 不 可 能 给 出 ,如 果 我 们 可 以 求 出 
max|f" "(x)| 二 M1, 那 么 插值 多 项 式 L,(z) 甬 近 f(x) 的 截断 
误差 限 是 


| R. C7) [oe | war CX) | (2.16) 


当 n=:1 时 ,线性 插值 余 项 为 
Ri(7) = AGPAES =: Ff Oz— zr) 
EE [xo sr |; (2, 17) 
当 n=:2 时 ,抛物 插值 的 余 项 为 
Rs (x) = Ef (Or zo) zx) 2), 
EE Fzyz] (2.18) 
例 1 已 给 sin0. 32=0.314567,sin0. 34 一 0. 333487, sin0. 36 
二 0. 352274, 用 线性 桂 值 及 抛物 插值 计算 sin0. 3367 的 值 并 估计 
截断 误差 . 
解 由 题 意 取 zx 一 0. 32, yo = 0.314567, zi = 0. 34， 一 
0. 333487 ,zz 一 0. 36,y% 一 0. 352274， 
用 线性 插值 计算 , 取 zx, 二 0. 32 及 xi 二 0. 34, 由 公式 (2. 1) 得 
sin0. 336722 Li1(0, 3367) = yo 十 立 0 3367 — zo) 


= 0. 314567 + 0 x 0. 0167 = 0, 330365. 


其 截断 误差 由 (2. 17) 得 


* 30， 第 2 章 插值 法 


| Ki (7X) | 委 卫 | (zx— x0) (x— x1) |， 


其 中 M, =- max | F(z) | 大 f(r)=sinr, F(x)=—sinz. 可 取 
M,= max jsinz | =sinz, <0. 3335 ,于 是 


zo 
| Ri (0. 3367) | 一 | sin0. 3367 — Li(0. 3367) | 
Fx 3335 x 0.0167 x 0.0033 委 0. 92 x 10 一 . 
用 抛物 择 储 计 算 sin0. 3367 时 ,由 公式 (2.5) 得 
《Z 一 Di)(Z 一 Za) ( 工 一 Zoo)( 工 一 zz) 
(Xo ©— XT1) (xo — Xs) >! (zl — Xo) (Xi — x2) 


sin0. 33672 30 


〈( 工 一 Zo)( 工 一 Xi) 


十 六 (Za 一 oo)(CC CO— Xi) 
一 1 (0.3367) 
0.7689 x 10- 
= 0.314567 X is 十 0.333487 
3.89 X107 一 0.5511 X 10 
0.0004 ~ + 0.352274 xX — 6 0008 
= ). 330374. 


这 个 结果 与 6 位 有 效 数字 的 正弦 函数 表 完 全 一 样 ,这 说 明 查 表 时 
用 二 次 插值 精度 已 相当 高 了 .其 截断 误差 限 由 (2. 18) 得 


| R, (2 2) < | (XO— Xo (Xx X(T xr) | ， 
其 中 
Ad; = _TDax | fF (x) |= cosze < 0.828， 
于 是 
| R,(0. 33€7) | 一 | sin0. 3367 一 L (0. 3367) | 
< 二 X0. 828 X 0.0167 x 0.033 Xx 0.0233 


<0.178 X 10 一. 
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2.3 均 差 与 牛顿 播 值 公式 


2.3.1 均 差 及 其 性 质 


利用 插值 基 函 数 很 容易 得 到 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 公 式 结 构 
紧凑 ,在 理论 分 析 中 其 为 方便 ,但 当 插 值 节点 增 减 时 全 部 插值 基 汤 
数 Li (Xz)(k 二 0,1,…,n) 均 要 随 之 变化 ,整个 公式 也 将 发 生变 化 ， 
这 在 实际 计算 中 是 很 不 方便 的 ,为 了 克服 这 一 缺点 ,可 把 插值 多 项 
式 表示 为 如 下 便于 计算 的 形式 

了 (7) 一 ao 十 ai 并 一 Zo) 十 az 人 (并 一 2Zo)(Z 一 Zi) 十 … 
十 as(CZz 一 ZXo) (一 并 1)， (3.1) 
其 中 a6 ,a ,… ,a, 为 待定 系数 ,可 由 插值 条 件 
P(r) = f, (=0,1,,n) 
确定 . 

当 Zz==zo 时 ,P, (zo)= 二 a 二 fo. 

当 z==z 时 ,P,(Cz) 一 ao 十 aiCz 一 zo)= 户 ，, 推 得 
六 一 户 


(25 一 。 
tl Xo 


当 过 ==zs 时 ,Po(zs) 一 ao 十 azs 一 zo) 十 az(zs 一 zo)(zs 一 
Z1) 一 户 , 推 得 


fz—fo _fi- fi—fo 

过 2 To Ti Xo 

ds - 。 
XTX» Xl 


依 此 递 推 可 得 到 a ,… ,a,. 为 写 出 系数 as 的 一 般 表 达 式 , 先 引 进 
如 下 均 差 定义 . 


定义 2 称 J[myzg] 一 关节 一 太 为 函数 f(z) 关 于 点 
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To » Tk 的 一 阶 均 差 ， JLzo » Xi1， 2 一 fl "Te)] fro sx] 称 为 


Te Xl 
f(x) 的 二 阶 均 竣 . 一 般 地 , 称 
FLzoyz yz 一 有 [zoom sy Ties y Th 一 六 zoyzlZEI] 


Xk Tel 


(3. 2) 
为 A(z) 的 上 阶 均 差 ( 均 差 也 称 为 差 商 ). 
均 差 有 如 下 的 基本 性质 : 
1 上 阶 均 差 可 表 为 泪 数 值 f(zxo),… ,f(zxi) 的 线性 组 合 , 即 
flixos"" ,Ti] 一 
fx;) 
Ti To (Ki TT OTH) (Tj Oo Te) 
(3. 3) 
这 个 性 质 可 用 归纳 法 证 明 . 这 性 质 也 表明 均 差 与 节点 的 排列 次 序 
无 关 , 称 为 均 差 的 对 称 性 ， 即 
flzxo ,sxe 一 flzxi ,xo ,x2 »*** ,x | 一 。。 一 FLzi ,Te To 
2 由 性 质 1 "及 (3.2) 可 得 
fe ml = HE) fr ra) .4) 


3° 车 flz) 在 La,5] 上 存在 n 阶 导 数 , 且 节点 TO **"» Tn 所 
La,51,; 则 4 阶 均 差 与 导数 关系 如 下 ， 


{n) 、 
jx] 一 2, é € [a,b]. (3. 5) 


这 公式 可 直接 用 罗 尔 定理 证 明 . 
均 差 的 其 他 性 质 还 可 见习 题 . 均 差 计算 可 列 均 差 表 如 下 
( 表 2-1). 


， 
NA 
乙 -/ 《 


了 
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表 2-1 


四 阶 均 差 


FLzo ,1 | 
了 Lzi ,Xx 
fxs ,ra 


flxs ,Xa 


Le 


FL ?之 2 ,3]] fLzxo ST 9 ,Xaj 


JLzs *Xs ,a ,| flx » Tz ss ,ral flzo 9 192 Ha ,xs | 


2.3.2 牛顿 插值 公式 


根据 均 差 定义 ,把 xz 看 成 [a,5j 上 一 点 ,可 得 
fr) 一 Foxzo) 十 HLzzoz 一 zo)， 
flx,xo] 一 flzxo ,TXT1j] 十 fx,xo ,XT1 (XT1), 


flz,zro,* ,Ti 一 flxo si ,| 
十 FLzyzo se ,Ts ( 工 一 工 )， 
只 要 把 后 一 式 代 入 前 一 式 , 就 得 到 
fx) =f (zo) + flzo ri (x— zxo) 
十 FLzoziyz (ze xo) (ra ri) 
+ flzxoyzion ,Ta (XT— zo) (rT— x1) 
+ f[z, xo, x, w(x) = N, (x) R, (zx), 
其 中 | 
N(x)= f(xo)+ flzxosri (rx— zo) 
十 f[zxosyzi,Txo (ze ro) (rm Zr) 二 
二 flLzxos sx I(x xo) (rr,1), (3.6) 
R(xT)= f(z) 一 NGCz) = flx,xor ,x jw (x), (3.7) 
wri(Zz) 是 由 (2.10) 定 义 的 . 
由 (3.65) 确 定 的 多 项 式 N,(z) 显 然 满足 反 值 条 件 , 且 次 数 不 
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超过 ” 它 就 是 形 如 (3. 1) 的 多 项 式 ,其 系数 为 
2 一 zz (一 0,1，……7). 

我 们 称 N,(z) 为 牛顿 (Newton) 均 差 插值 多 项 式 ， 系 数 ws 就 是 均 
差 表 2-1 中 加 模 线 的 各 阶 均 差 , 它 比 拉 格 朗 日 插值 计算 量 省 , 且 便 
于 程序 设计 . 

(3.7) 为 插值 余 项 ,由 插值 多 项 式 唯一 性 知 , 它 与 (2.14) 是 等 
价 的 ,事实 上 ,利用 均 差 与 导数 关系 式 (3. 5) 可 由 (3.7) 推 出 
(2. 14). 但 (3.7) 更 有 一 般 性 , 它 对 了 是 由 离散 点 给 出 的 情形 或 
导数 不 存在 本 均 适 用 . 

例 给 出 f(x) 的 函数 表 ( 见 表 2-2), 求 4 次 牛顿 插值 多 项 
式 , 并 由 此 计算 f(0.596) 的 近似 值 . 


首先 根据 给 定 函 数 表 造 出 均 差 表 . 
表 2-2 
0. 40 | 0. 41075 


0,55 | 0.57815 | 1.11600 
0. 65 | 0. 69675 | 1.18600 | 0. 28000 
0. 80 | 0. 88811 | 1.27573 | 0. 35893 | 0. 19733 
0.90 | 1.02652 | 1.38410 | 0. 43348 0. 21300 0. 03134 
1.05 | 1.253462 | 1.51533 | 0. 52493 | 0. 22863 0. 03126 | 一 0. 00012 
从 均 差 潜 看 到 4 阶 均 差 近似 常数 ， 故 到 4 次 插值 多 项 式 

N(x) = 王 0.41075 十 1.116(z 一 0.4) 十 0.28(z 一 0.4)(z 一 0.55) 

十 0.19733(z 一 0.4)(z 一 0.55)(z 一 0.65) 

十 0,.03134(z 一 0.4)6z 一 0.55)(z 一 0.65)(z 一 0.8)， 


于 是 
f(0.596) 2 N4(0.596) = 0. 63192, 
截断 误差 
| RCx» [| flzo sxs Jws(0.596) | 3.63 x 10™. 
这 说 明 截断 误差 很 小 ,可 忽略 不 计 . 
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此 例 的 载 断 误差 估计 中 ,5 阶 均 差 FLzyzo，…，zt] 用 flLzo, 
Xi ,Xs | == 一 0.00012 近似 ， 另 一 种 方法 是 取 工 一 0. 596, 由 
了 (0. 596)<“0. 63192 ,可 求 得 FLz,zo,， zi] 的 近似 值 , 从 而 可 求 
得 |R,(z)| 的 近似 . 


2.4 ”差分 与 等 距 节 点 插值 


上 面 讨论 了 节点 任意 分 布 的 揪 值 公式 ,但 实际 应 用 时 经 常 遇 
到 等 距 节点 的 情形 ,这 时 插值 公式 可 以 进一步 简化 ,计算 也 简单 得 
多 . 为 了 得 到 等 距 节点 的 插值 公式 ,我 们 先 介绍 差分 的 概念 . 


2.4.1、 差分 及 其 性 质 


设 函 数 y= f(x) 在 等 距 节 点 x 一 zo 十 kh(k 一 0,1,…,n) 上 的 
值 所 二 f(z) 为 已 知 ,这 里 h 为 常数 , 称 为 步 长 . 
定义 3 记号 
Afi = fin— fi, (4.1) 
Vfi = fi fe (4.2) 
07 = fx th/2)— fri—h/2) = for — fers (4.3) 
分 别称 为 f(x) 在 zs 处 以 为 步 长 的 向 前 差分 ,向 后 差分 及 中 心 
差分 . 符号 A,V ,6 分 别称 为 向 前 差分 算 子 ,向 后 差分 算 子 及 中 心 
差分 算 子 . 
利用 一 - 阶 差分 可 定义 二 阶 差 分 为 
A fi = Afun Afi = fi Zfintt fi. 
一 般 地 可 定义 m 阶 差分 为 
A"fi= A™ fn—A™ fs 
VvV "f= vv 六 一 yj 
因 中 心 差 心 6f 用 到 了 a+ 二 及 六 -这 两 个 值 ,实际 上 不 是 函数 
表 上 的 值 , 如 果 用 函数 表 上 的 值 , 一 阶 中 心 差分 应 写成 
97 = fer — fe Of = fi— fer; 
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二 阶 中 心 差分 为 

6? f; = Of i — fs, 
等 等 . 

除了 已 引入 的 差分 算 子 外 ,常用 算 子 符号 还 有 不 变 算 子 了 及 

移 位 算 子 ,定义 如 下 : 

Tfi = fr, Efi = fu, 
于 是 ,由 Afi = frr fi=Efs Tfi=(E DD fi, 可 得 

A 一 下 一 了 


同 理 可 得 
v=I—FE!, 6= FE. 
由 差分 定义 并 应 用 算 子 符号 运算 可 得 下 列 基本 性 质 . 
性 质 1 各 阶 差 分 均 可 用 函数 值 表 示 . 例如 


As 一 (下 Dfs= Dk (ETA 


_ > 1 人 je， (4 
vai = TE)"f,e DD)" 6 )E™f 


be (4.5) 
性 质 2 可 用 各 阶 差分 表示 函数 值 例如 ,可 用 向 前 差分 表示 
因为 


far 一 下 太一 (I+A)"f 一 [D(a], 


j=0 


于 是 


m= 2 ?Fs (4.6) 
性 质 3 均 关 与 差分 有 密切 关系 ,例如 ， 对 向 前 差分 ,由 定义 
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La ,Tit 一 fe 二 大 一 A 户 9 


之 寻 ] Tk h 


flLzxer » Tht2 J FL ,tl 


TH2 全 


f_x » Tk-1l ,Xz | = 


1 
一 317A fr, 


一 般 地 有 
[zs » °° Tem | 一 二 A"f, (m= 1,2,.…,n). (4.7) 
ml!lh 
同 理 , 对 向 后 差分 有 
flxs Tel yy Ten 一 一 ~ > 一 VY ”fi (4. 8) 
利用 (4.7) 及 (3.5) 又 可 得 到 
A"fi = hf'™ (8é), 〈4, 9) 
其 中 €€ (zi ,xi4s), 这 就 是 差分 与 导数 的 关系 . 差分 的 其 他 性 质 
可 参看 本 章 习 题 . 


计算 差分 可 列 差分 表 ( 见 表 2-3), 表 中 A 为 向 前 差分 ,为 向 
后 差分 . 


表 2-3 

大 AGCY ) As(V3) AL(V +) 

六 | 
AfolV f1) 

fn A* fo(v’f;) 
Afi(Vv f;) A: folv 7f,) 

f A*fi(vV’f;) Afolv*f,) 
AfzlY fs) AsfiCvf,) 

fs A fol(V?f,) 


Afsa lV fs) 
fa 
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2.4.2 等 距 节 点 插值 公式 


将 牛顿 均 莽 插值 多 项 式 (3. 6) 中 各 阶 均 差 用 相应 差分 代替 ,就 
可 得 到 各 种 形式 的 等 距 节 点 插值 公式 . 这 里 只 推导 常用 的 前 插 与 
后 捅 公式 . 

如 果 节 点 zi 二 zo 十 kh 二 0,1,…,n) ,要 计算 ze 附近 点 工 的 
函数 f(x) 的 值 ,可 令 zx 一 z 十 态 ,0< 妇 1 ,于 是 

wen (zx) = TI ez) = 20 1) (to Rh. 


7=0 


将 此 式 及 (4.7) 代 人 (3. 6) , 则 得 
Nazo 十 太 ) 一 矿 十 1 + A 十 …: 


ti 一 1)… 和 (一 2 十 1) 
nl! 
称 为 牛顿 前 插 公 式 , 其 余 项 由 (2. 14) 得 


(£1) n) 
R,(7) = n+1)! 


十 A"fo, (4. 10) 


2 prtl errDb (&), éE (Xxo 3 )。 


(4.11) 
如 果 要 求 函 数 表 示 z, 附近 的 函数 值 f(x) ,此 时 应 用 牛顿 插 
值 公式 (3. 6) ,插值 点 应 按 x, ,1，… ,zo 的 次 序 排列 ,有 
Na(z) = f(x) flr ,Tn (zx — xn) 
+ f[zay Tey Ta jz 一 TD)(Z 一 Zi) 十 … 
十 FLzszeiwzo](z 一 2 (Tx). 
作 变 换 x==x; 十 th( 一 1 声 t 志 0) ,并 利用 公式 (4. 8) ,代入 上 式 得 


NGCz 十 圾 ) = /十 19f 十 Sv: 2 f+ 


ii 十 1)…( 十 7 一 1) 


nl! 


十 VY"f,» (4.12) 
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称 其 为 牛顿 后 插 公 式 ,其 余 项 
RCz) 一 f(z) 一 Ns(zs 十 雪 ) 


tt 二 Dn! orD (6) 
(nn 二 1)1 


(4.13) 


其 中 EE (x0 yz)， 

通常 求 开头 部 分 插值 点 附近 函数 值 时 使 用 牛顿 前 插 公 式 , 求 
插值 节点 末尾 附近 函数 值 时 使 用 牛顿 后 插 公 式 ， 如 果 用 相同 节点 
进行 插值 , 则 向 前 向 后 两 种 公式 只 是 形式 上 差别 ,其 计算 结果 是 相 
同 的 . 

例 3 给 出 f(x) 一 coszt 在 zx; 二 kh,kh 二 0,1,…,6,h 二 0.1 处 
的 函数 值 ,试用 4 次 等 距 节 点 插值 公式 计算 f(0.048) 及 了 (0. 566) 
的 近似 值 并 估计 误差 . 

解 ” 先 构造 差分 表 . 用 牛顿 向 前 插值 公式 (4. 10) 计算 
fC0.048) 的 近似 值 , 取 z=0.048,h=0.1,1=< =0. 48, 用 

表 2-4 


fr) Af(Y PD JAfFYVINI SFVIN | AP IA FY 

1. 00000 | 

-—0. 00500 
0. 99500 一 0. 00993 

-一 0. 01493 0. 00013 
0. 98007 一 0. 00980 0. 00012 

—0.02473 0. 00025 —0. 00002 
0. 95534 一 0.00955 0. 00010 

-一 0. 03428 0. 00035 一 0. 00001 
0.92106 一 0.00920 0. 00009 
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续 表 
foam) | AfVD [SFVID I NFVND | NIVD INHYD 
一 0. 04348 0.00044 
0. 87758 —0. 00876 


—0. 05224 


0.82534 


Ni (0. 048) = 1. 00000 十 0. 48 XxX (—0.00500) 


(0. 48) (0. 48 — 1) 


十 2 


(一 0. 00993) 


十 机 (0. 48)(0.48 — 1) (0. 48 — 2) (0. 00013) 


十 让 (0 48) (0. 48 — 1)(0. 48 — 2) (0. 48 — 3) (0. 00012) 


一 0. 99885 2 cos0. 048, 
误差 佑 计 由 (4. 11) 可 得 


将 1G 1)G 一 2)( 一 3)( 人 一 4)》 | hs 


| Ri (0.C48) | 


< 妇 1.5845 x 107, 
其 中 M, = |sin0. 61 二 0. 565. 
计算 f(D. 566). 可 用 牛顿 向 后 插值 公式 (4. 12) ,x 二 0.566， 


,大 6 


0. 34, 用 差分 表 2-4 中 下 半 部 差分 ,得 


Xe 0.6,1 


N,(0.566):= 0. 82534 一 0. 34| 一 0. 05224 十 (0. 66) (二 


(1.66) ( 00044 2.66X0 oo08) ) ] 


— 0. 84405. 
于 是 cos0. 566 人 0. 84405 ,误差 估计 由 (4.13) 得 


2.5 挨 尔 米 特 插值 。41 ， 


| R, (0. 566) 志 闪 (FDTDGFYIGFDOI 


< 1.7064X 107,， 
其 中 M; = 二 0. 565. 


2.5 挨 尔 米 特 播 值 


不 少 实际 的 插值 问题 不 但 要 求 在 节点 上 函数 值 相 等 ,而 且 还 
要 求 对 应 的 导数 值 也 相等 ,甚至 要 求 高 阶 导数 也 相等 ,满足 这 种 要 
求 的 插值 多 项 式 就 是 埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 多 项 式 . 下 面 只 讨 
论 函 数值 与 寻 数 值 个 数 相 等 的 情况 . 设 在 节点 a 志 xo 过 zi 三 … 过 
TD 上 ,yj 二 f(x) mj 一 了 (xj) (j= 二 0,1,…,n), 要 求 插值 多 项 
式 再 (z) ,满足 条 件 
H(iz)=y H(zr)=m (=0,1,.,n). (5.1) 
这 里 给 出 了 2n 十 2 个 条 件 ,可 唯一 确定 一 个 次 数 不 超 过 2n 十 1 的 
多 项 式 Hs,y1(Xx) 一 日 (x) ,其 形式 为 
Hon (xr) 一 ao 十 qi 十 十 aorrlZ2 
如 根据 条 件 (5. 1) 来 确定 2n 十 2 个 系数 ae ,al，…as+i, 显 然 非常 
杂 ,因此 ,我 们 仍 采用 求 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 基 函 数 方法 . 先 
求 插值 基 函 数 wo(z) 及 (zl)(G1=0, 1 7m) ,共有 272 十 2 个 ,每 一 
个 基 函 数 都 是 2n 十 1 次 多 项 式 , 且 满足 条 件 
oa (Tk) 一 82 一 人 1 区 oj (ze) = 0; 
1， j= 上 上， (5. 2) 
Bi(zs) = 0, PB (xe) = nCjsk = 0,1,.,n). 
于 是 满足 条 件 (5.1) 的 插值 多 项 式 及 (zx) = HH;,i1 (zx) 可 写成 用 插 
值 基 函 数 表示 的 形式 
Ha (x) = > [ya Cz) 十 mpBiCz)]. (5. 3) 


了 一 
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由 条 件 (5. 2) ,显然 有 Hari (zi)= yr Hai(xi) =m, (k=0, 
1,…,n). 下 面 的 问题 就 是 求 满足 条 件 (5. 2) 的 基 函 数 a; (zx) 及 
Bi(z). 为 此 ,可 利用 拉 格 朗 日 播 值 基 丽 数 ij (x). 令 

Q; (x) 一 (az + Er), 
其 中 (zx) 是 (2.8) 所 表示 的 基 范 数 . 由 条 件 (5.2) 有 

aj (xi) = (axj;+ OL (x)= 1, 

oa (x;) = lr) [Laly(z) + 2ar; + (x))] = 0, 
azj 十 六 一 1; 


整理 得 a 十 20 (zi) = 0. 
解 出 
[2 一 一 27; 《Zi ) ， 一 1 2zxl) (Xj;). 
由 于 
L(x) (Xo Xo) rT— Ti) To XH) Tx) 
’ 《Zi 一 Zo) (Zi 一 并 -1)(Zi — Xi) (zj; CO— zx) 
利用 两 端 取 对 数 再 求 导 , 得 
, < 1 
L; (zj) 二 = 之 二 一心， 
Ri 
于 是 
/ox rz) Ta 
a (x) = (1 2(z 5) 2 二 去 j23(z)， (5. 4) 
kj 
同 理 , 可 得 
Blz) = (xr— ri E(x). (5. 5) 


还 可 证 明 满 足 条 件 (5. 1) 的 插值 多 项 式 是 唯一 的 . 用 反 证 法 ， 
假设 Hii1(zx) 及 理 ;,r1(zx) 均 满足 条 件 (5.1), 于 是 
p(x) = Hi lx) 一 五, (7) 
在 每 个 节点 zx; 上 均 有 二 重 根 , 即 p(x) 有 2n 十 2 重 根 . 但 g(x) 是 
不 高 于 2n 十 1 次 的 多 项 式 , 故 p(xz) 二 0. 唯一 性 得 证 . 


2.5 埃 尔 米 特 插值 ”43。 


仿照 拉 格 朗 日 插值 余 项 的 证 明 方 法 ,车 f(x) 在 (a,5) 内 的 2n 
十 2 阶 导数 存在 , 则 其 插值 余 项 


2mt2) 
R(x) = f(x)— Hy (x) = 7), (5.6) 


其 中 和 (a,5) 且 与 xz 有 关 . 具体 证 明 请 读者 自行 完成 . 
作为 带 导 数 插值 多 项 式 (5.3) 的 重要 特例 是 n==1 的 情形 . 这 
时 可 取 节 点 为 Tg 及 rirl ,插值 多 项 式 为 H; 《Zz) ,满足 条 件 
Hs) 一 和， 万 ， Cee) 一 Yai; (5.7) 
H; (Ti) = me, H; (xa) = maa. 
相应 的 插值 基 哨 数 为 a; (zx),a1《x),B(z),Bi (zx), 它 们 满足 
条 件 
Q(T) = 11, alrui) 一 0， 
al (Xi) = al (xr) = 0, 
Qi (Xe) = 0, ou xan) = 1, 
akHl (xi) 一 ak (X11) = 0; 
Bi (x2) = Bx) 一 0， 
Bl (zi) = 1,B! (rw1) = 0, 
Beri (zr) = Ber (rer) = 0， 
Bi (xi) = 0, Bh (rm)=1. 
根据 (5. 4) 及 (5.5) 的 一 般 表达 式 , 可 得 到 


a (zr) = (1+2 Tx ) (2 ) ， 


Tiel 一 人 Xe Tetl 


, (5. 8) 
Zr) (Tx 
tun (Cz) 和 (1+2 Tk -et ) (二 = ) " 
Bz) = (zz) (ET) 
eT 一 必 志 TR Th — Th 9 5 9) 


Beri (x) = (zz) (2 ). 


AI Xe 


于 是 满足 条 件 (5.7) 的 插值 多 项 式 是 
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H: (zx) = ya (x) 十 NariQerl (x) 十 mpBi Cz) 
十 miamibBe C7) 9 
其 余 项 R(x) 二 f(x) 一 日 ;(x), 由 (5.6) 得 


《5. 10) 


RD) = fOr) (Cr tH ) EE Crs zin). 


例 4 求 满 足 PCzx;)==f(x;)(j==0,1,2) 及 P’(zx1)=f (rx) 
的 插值 多 项 式 及 其 余 项 表达 式 . 
由 给 定 条 件 , 可 确定 次 数 不 超 过 3 的 插值 多 项 式 . 由 于 此 多 
项 式 通 过 点 (zoy,FGzo)),(CzyGz) 及 (zz ))， 故 其 形式 为 
P(Cz) = f(z0) + flro, zi (rx— xro) 
十 flzxosziy zs (x xo) (x zi1) 
十 A(x zo) (rom ri)(r Oo zx), 
其 中 A 为 待定 常数 ,可 由 条 件 P'(zri)== 了 (xi) 确定 ,通过 计算 可 
得 


A= f Cr) firosri | — Cx — zo) fLzo ,x1 ,Tz | 


(ZX1 ~ Xo) (Xi 一 zz) 
为 了 求 出 余 项 R(x) 二 f(x) 一 P(xz) 的 表达 式 ,可 设 
R(X) = f(x)— P(x) = R(X)(r— ro)(r— Xi) (ro rs), 

其 中 (x) 为 每 定 函 数 . 构造 

Pb = f(t) POD) — kr) xo) (to x) (tor). 
显然 p(xzj)= 二 0(j==0,1,2), 且 9 (zx) 二 0,9(x)==0, 表 9p() 在 
(4a,b) 内 有 5 个 零点 (二 重 根 算 两 个 ). 反复 应 用 罗 尔 定理 ,得 go (2) 
在 (a,5) 内 至 少 有 一 个 零点 6, 故 

9 (5 = f° 41k(r) 一 0， 


于 是 
k(x) = 让 7 《2) ， 
余 项 表达 式 为 


2,6 分 段 低 次 插值 。45 。 


R(x) = OE rr 2), (5,11) 


式 中 位 于 xo ,zi,xz 和 zz 所 界定 的 范围 内 . 


2.6 分 段 低 次 插值 


2.6.1 高 次 插值 的 病态 性 质 


上 面 我 们 根据 区 间 La,5j 上 给 出 的 节点 做 插值 多 项 式 L, (x) 
近似 f(x) ,一 般 总 认为 L, (zx) 的 次 数 n 越 高 逼近 f(x) 的 精度 越 
好 ,但 实际 二 并 非 如 此 ,这 是 因为 对 任意 的 插值 节点 , 当 n 一 co 时 ， 
L(xz) 不 一 定 收 全 到 f(x). 20 世纪 初 龙 格 (Runge) 就 给 出 了 一 个 
等 距 节点 插值 多 项 式 L, (x) 不 收敛 到 f(x) 的 例子 . 他 给 出 的 函数 
为 f(z) 二 1/(1 十 x ), 它 在 L 一 5,5] 上 各 阶 导数 均 存 在 ,在 [一 5， 


5] 上 取 * 十 1 个 等 距 节 点 zi 一 一 5 十 10 全 (一 0,1 ,…,n) 所 构造 的 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 
L(x) 一 > 1 Wnrl CT) 


li xx) wz) 


1 
令 Xn 2 二 《Xe 十 x), 则 zi 一 5 一 记 , 表 2-5 列 出 了 7 一 2， 


4,…,20 的 ,x,yz) 的 计算 结果 及 在 x,…1z 上 的 误差 R (zx,- vs). 
可 以 看 出 , 随 n 的 增加 ,R(x,_y;) 的 绝对 值 几乎 成 倍 地 增加 . 这 
说 明 当 nn 一 > 时 工 ; 在 [一 5,5j 上 不 收敛 ,Runge 证 明了 ,存在 一 个 
常数 cs3. 53, 使 得 当 |z|<c 时 ,limL,(z) 二 f(z), 而 当 |zx| 之 c 时 
{LIL, (Zz)) 发 艇 . 

下 面 取 ”一 10 ,根据 计算 画 出 y 王 Lio (x) 及 y 二 1/(1 十 xz!) 在 
[一 5,5] 上 的 图 形 , 见 图 2-5. 
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表 2-5 

n fx-12) L, (xn—1/2) R(x 12) 

2 0. 137931 0.759615 一 0. 621684 
4 0. 066390 一 0. 356826 0. 423216 
6 0. 054463 0. 507879 一 0. 553416 
8 0. 049651 一 0. 331017 0. 880668 
10 0. 047059 1. 378721 一 1.531662 
12 0. 045440 一 2.755000 2. 800440 
14 0. 044334 5. 332743 一 5. 288409 
16 0.043530 一 10. 173867 10. 217397 
18 0.042920 20. 123671 一 20. 080751 
20 0,. 042440 一 39. 952449 39. 994889 


从 图 上 牌 到 ,在 z= 士 5 附近 Lo(Cz) 与 f(x)= 二 1/ (十 zx) 偏离 
很 远 ,例如 Lio (4. 8) 二 1. 80438, /4. 8) 一 0. 04160. 这 说 明 用 高 次 插 
值 多 项 式 L,Cz) 近 似 fx) 效果 并 不 好 ,因而 通常 不 用 高 次 插值 ,而 
用 分 段 低 次 插值 .从 本 例 看 到 ,如 果 我 们 把 y= 二 1/(1 十 zz ) 在 节点 xz 
二 0, 士 1, 士 2, 土 3, 士 4, 士 5 处 用 折线 连 起 来 显然 比 Lio (x) 通过 
f(x) 好 得 多 . 这 正 是 我 们 下 面 要 讨论 的 分 段 低 次 插值 的 出 发 点 . 
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2.6.2 分 段 线性 插值 


所 谓 分 段 线性 插值 就 是 通过 插值 点 用 折线 段 连接 起 来 逼近 
fz). 设 已 知 节点 4a 二 zo 过 …< 之 Xn 一 5b 上 的 函数 值 fo，,f1，…， 
ff, ; 记 hi = zi OO— Te »h=maxh: , 求 一 折线 函数 1T,《x) 满 足 ，; 

1° 记 L(xz)€E CLa,b], 

2° Tx)=fe (k=0,1,.…,n), 

3”1,《x) 在 每 个 小 区 间 [ x ,xei:] 上 是 线性 函数 。 

则 称 到 4z) 为 分 段 线 性 播 值 函数 、 
由 定义 可 知 I (zx) 在 每 个 小 区 间 [zi ,zai+1j 上 可 表示 为 


T(x) = 二 fi (Xr TE Ze) 


| Terl 一 人 
(6. 1) 
T(x) 一 Dud), (6. 2) 


其 中 基 丽 数 l;(z) 满 足 条 件 Lj (Xr) = 6 (j,k=0,1,.…,n) ,其 形式 
是 


Tl, ZI 7Zz 委 2 一 0 咯 去 ); 
-5 Tjl 

GT) TLL ， Xj 所 工 坟 TiH(I 一 nn 上 略 去 ); (6. 3) 
“Ci Xjiti 


0， ZE [La pzE [ziyzpi]. 
分 段 线性 插值 的 误差 佑 计 可 利用 插值 余 项 (2.17) 得 到 


Ad 
max | jz) 一 到 CCZ) | max | (zx)(rx— zr) | 
Er 2 re 


或 


max | f(2) h(x) (< Mg, 


ureb 8 


(6. 4) 
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其 中 M; = max | fF (Cx) |， 
分 段 线性 插值 基 消 数 i (zx) 只 在 zx) 附近 不 为 零 , 在 其 他 地 方 
均 为 零 , 这 种 性 质 称 为 局 部 非 零 性 质 ， 当 ze [zu,zu 时 
1] 一 L(x) = Lx) + ln (x), 


i=0 


故 
fx) = [lr) tl (zx) fz). 
另 一 方面 ,这 时 
T(x) = 请 eeCZ) fl (zr). 
现在 证 时 liml Cz)= f(x). 考虑 
| f(x L(x) | lx) | flr)— fl| 
lnCr) | f(r)— fe | 
ElCr) tl x oh) = wh) SC wh), 
这 里 w( 有 ) 是 函数 / (xz) 在 区 间 La,5] 上 的 连续 模 , 即 对 任意 两 点 
Xx ,Xx EL[a,b], 只 要 |x’ 一 | 声 h ,就 有 
| FFCz 一 AD) | wh) 
称 w(h) 为 fx) 在 La,5j 上 的 连续 模 , 当 f(x)ECLa,b] 时 ,就 有 
limw(h)=0. 
由 前 式 可 知 , 当 xE [a,6jJ 时 有 
max | f(z) — T(x) | wh). 
因此 ,只 要 f(x)€ CLa,6b], 就 有 
liml, (zx) = f(x) 
在 [a ,站 上 一致 成 立 , 故 五 (z) 在 [a, 妆 上 一 致 收 伍 到 f(x) 


2.6.3 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 


分 段 线性 插值 函数 I, (zx) 的 导数 是 间断 的 ,车 在 节点 zx,Ck 二 
0,1,…… 72) 上 除 已 知 函 数值 fs 外 还 给 出 导数 值 ff = 二 mi (k= 二 0， 
1,…,n) ,这 洋 就 可 构造 一 个 导数 连续 的 分 段 插 值 函 数 I (xz), 它 


2.6 分 段 低 次 插值 ， 49。 


满足 条 件 : 

1. Ti《:c) ECLa,5bj(C'[a,6bj 代 表 区 间 [a,5] 上 一 阶 导数 连续 
的 葡 数 集合 )， 

2. TCc)= fi (ri) = fitk=0,1,.…,n), 

3. 了 (cz) 在 每 个 小 区 间 [ ,Xr1j 上 是 三 次 多 项 式 . 

根据 两 点 三 次 插值 多 项 式 (5. 10). 可 知 ,T(z) 在 区 间 [xi， 
zi+ij 上 的 表达 式 为 

hz) = (EE) (1+2 二 一) 二 (于 二 下) 


Xk Tetl Te Tk Xl Tk 


. (1+2 三 二 ) fe 十 (Sa) Gr) 


一 这 TE Thtl 


( Nv 食 开 
之 人 1 Tk 


) (rz— re fh. (6. 5) 
若 在 整个 区 间 [a, 纪 上 定义 一 组 分 段 三 次 插值 基 函 数 aj (x) 
及 有 BCz)07=0, 1 2), 则 五 (z) 可 表示 为 
到 (Cz) = Ba + fi B(x)], 《6. 6) 
其 中 aj (z)， B(x) 分 别 表示 为 | 
TZXjl 工 一 -Ti Zi TE 
(2 ) (1+2 二 二 2 


2 一 立方 并 1 一 ZX)"(j 二 0 上 略 去 )， 

a; ( 工 ) 一 Tin 工 一 人 Xi < 女工 所 Xjtl 《6. 7) 
(三 C22) mk 
0， ”其 他 ; 


2 
(二 ) (zx 一 zj)， Xi 莹 XT 之 z(j 一 0 了 略 去 )， 


Ti Xi 


2 
) & Tz)， zj 入世 Xn(j 一 和 略 去 )， 
XT; Til 


0， 其 他 . 
(6. 8) 
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由 于 a; (CX) ,BCz) 的 局 部 非 零 性 质 ， 当 rE Lz ,zi 时 ,只 有 
Qs (XTX) ,au+1 (x) ,入 (x) Ber (zx) 不 为 零 , 于 是 (6. 6) 的 五 (xX) 可 表示 为 
Cx) = frars (lz) faa (x) fi Bex) tt fi Ba x) 


(Xe IR Ti). (6. 9) 

为 了 研究 五 (z) 的 收敛 性 ,由 (6.7) 及 (6.8) 直 接 得 估计 式 
0 过 a(lr) 去 1， (6. 10) 
BCz) (< he， | Ba (zx) [< 记忆 (6.11) 


此 外 , 当 f(x) 是 分 段 三 次 多 项 式 时 , f(z) 的 插值 多 项 式 
I,(z) 就 是 它 本 身 . 例如, 当 f(x)==1 时 就 有 


Var) 二 1. 

j=0 
当 zE Lz Zr 时 ,就 得 

ak(Z) a (xr) = 1. (6. 12) 
由 (6.9)~(6.12), 当 xzELzi,xsti] 时 还 可 得 
| f(T ~— B(x) | a7 | fx) fi Tam | fr)— fn | 
二 (4/27)R[ | fr | 十 | fe 1 
az) FO ht onlz) | f OD | ha 


4 / / 
十 区 HH fs | 十 | .Ar | JA, ， 
这 里 §,7€E (zk ;Te+1) 且 依赖 于 民 。 因此 对 VzELa,p] 成 立 


max | f (7) — L(x) | < 六 max | f(z) |。 (6.13) 


urb 27 acres 
这 表明 用 I(x) 世 近 f(x) 时 , 它 的 界 只 依赖 有 ,而 与 zz 无关. 
因此 , 当 xE€ ao 时 
limli Cx) 一 f(x) 
一 致 成 立 ， 从 而 得 到 : 
定理 3 设 f€ECLa,6],; 则 当 h 一 0 时 ,T(z) 在 fa,5j] 上 一 臻 
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收敛 于 f(x). 
2. 7 三 次 样 条 插值 


上 面 讨 论 的 分 段 低 次 插值 函数 都 有 一 致 收敛 性 ,但 光滑 性 较 
差 , 对 于 像 高 速 飞机 的 机 翼 形 线 , 船 体 放样 等 型 值 线 往往 要 求 有 二 
阶 光 滑 度 , 即 有 二 阶 连续 导数 . 早期 工程 师 制 图 时 ,把 富有 弹性 的 
细 长 木 条 (所 谓 样 条 ?用 压 铁 固定 在 样 点 上 ,在 其 他 地 方 让 它 自 由 
弯曲 ,然后 画 下 长 条 的 曲线 , 称 为 样 条 曲线 . 样 条 曲线 实际 上 是 由 
分 段 三 次 曲线 并 接 而 成 ,在 连接 点 即 样 点 上 要 求 二 阶 导数 连续 ,从 
数学 上 加 以 概括 就 得 到 数学 样 条 这 一 概念 . 下 面 我 们 讨论 最 常用 
的 三 次 样 条 函数 . 


2.7.1 三 次 样 条 函数 


定义 4 若 函 数 S(zx)EC[a,65], 且 在 每 个 小 区 间 [xj zi 
上 是 三 次 多 项 式 , 其 中 a 二 过 zi 过 …< 之 xz, 二 b 是 给 定 节点 , 则 称 
SCz) 是 节点 zo ,x1，"… ,Xs 上 的 三 次 样 条 函数 . 若 在 节点 x; 上 给 
定 函 数值 yj; 二 f(z;) (j= 二 0,1,…,n) ,并 成 立 
SGCzi) = y; (7 = 0,1,.,n), (7. 1) 
则 称 SCz) 为 三 次 样 条 插值 函数 . 
从 定义 知 要 求 出 SCz) ,在 每 个 小 区 间 [zj ,zj+1] 上 要 确定 4 
个 待定 系数 ,共有 个 小 区 间 , 故 应 确定 4n 个 参数 . 根据 SCz) 在 
La,5bj 上 二 阶 导数 连续 ,在 节点 zx)(j 二 1,2,…,n 一 1) 处 应 满足 连 
续 性 条 件 
SCzri 一 0) 一 SCzi 十 0)，S zi 一 0) 一 Sci 十 0)， 
S (Ci 一 0) 一 SCzi 十 0). (7. 2) 
共有 3n 一 3 个 条 件 , 再 加 上 SCz) 满 足 插值 条 件 (7. 1) ,共有 4n 一 2 
个 条 件 , 因 北 还 需要 2 个 条 件 才能 确定 SCz). 通常 可 在 区 间 [a,o] 
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端点 4 二 0,6 二 XxX 上 各 加 一 个 条 件 ( 称 为 边界 条 件 ), 可 根据 实际 
问题 的 要 求 给 冠 . 常见 的 有 以 下 3 种 : 
1 已 知 两 端的 一 阶 导数 值 , 即 


S'(x)= fo ,Sr)= ff. (7. 3) 
2” 两 端的 二 阶 导数 已 知 , 即 
SCzo) 一 所 ,SCz) 一 (7. 4) 
其 特殊 情况 为 
SCzo) 一 SC) 一 0. (7.4) 


(7.4) 称 为 自然 边界 条 件 . 
3 当 f(x) 是 以 x, 一 zo 为 周期 的 周期 函数 时 , 则 要 求 SCz) 也 
是 周期 函数 . 这 时 边界 条 件 应 满足 
SCze 十 0) =S(r,—0), S(t0) 一 SCz 一 0)， 
SCzo 十 0) 一 SCz 一 0)， (7.5) 
而 此 时 (7.,1) 中 yo 二 y,. 这 样 确定 的 样 条 函数 SCz) 称 为 周期 样 条 


2.7.2 样 条 插值 函数 的 建立 


构造 满足 插值 条 件 (7. 1) 及 相应 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 函 
数 SCz) 的 表 法 式 可 以 有 多 种 方法 . 例如 ,可 以 直接 利用 分 段 三 次 
埃 尔 米 特 插值 (6.6), 只 要 假定 S'(z;)==mj (7 二 0,1,…,n) ,再 由 
(7,1) 可 得 


SCz) 一 De) + mp (7.6) 


其 中 aj (zx) ,所 Cz) 是 由 (6. 7),(6.8) 表 示 的 插值 基 范 数 , 利 用 条 件 
(7.2) 及 相应 边界 条 件 (7. 3) 一 (7.5) 则 可 得 到 关于 mj (j= 二 0， 
1,…,n) 的 三 对 角 方 程 组 , 求 出 m; 则 得 到 所 求 的 三 次 样 条 函数 
S(zrx). 

下 面 我 们 利用 SCz) 的 二 阶 导数 值 SCz ) 一 Mi (j=0,1,…， 
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n) 表 达 S(Z)， 由 于 SCZz) 在 区 间 Lziyzri] 上 是 三 次 多 项 式 , 故 


S'(z) 在 [x ,ZHI 上 是 线性 函数 ,可 表示 为 
S70) = M+ Mn 二， (7.7) 


对 S“(z) 积 分 两 次 并 利用 S(Zz;)=y; 及 S (zi11) = yj ,可 定 出 积 
分 常数 ,于 是 得 三 次 样 条 表达 式 


M. CE 一 工 ) (zx— zx) 
S(X) = Mp 二 Mi 6h 
Mjh; Xtl 一 并 Mih? TT; 
十 (> 6 ) yi (ym 6 ) h 


(7 = 0,1,,n— 1). (7. 8) 
这 里 Mj ,ij 二 0,1,…,n, 是 未 知 的 . 为 了 确定 M;,j 二 0,1,…,n, 对 
SCz) 求 导 得 


BC) M, a + M,, 3 
二 并 和 -Mh, (7.9) 
由 此 可 求 得 
S’ (x, 十 0) 二 SM 十 Ji+tL 一 PH 


-人 hh 
类 似 地 可 求 出 S(z) 在 区 间 [z;_1 ,x;] 上 的 表达 式 ,从 而 得 


S’(z;—0)= 全 Ai 1 十 怀 Mi 十 Yi 2 ， 
天 


利用 S (zi 十 0) 一 S (zi 一 0) 可 得 
MP 十 2Mi + aM 一 d; (j= 1,2,.…,n— 1), 
(7. 10) 


其 中 
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d; 6 flzjsxin | — flx;1 ,x;] 


一 6FLzii sti ;Tin 


hi 二 Th 
(7.11) 
对 第 一 种 边界 条 件 (7. 3) ,可 导出 两 个 方程 
2MX 十 M = (flzos ri]— fe ) ， 
" (7. 12) 


Ms +2M, 一 这 CA fle sa). 
1 


如 果 令 ld Cflror ml fi) ,1d = Cf 一 
F[Lz ivzo]) ,那么 (7.10) 及 (7. 12) 可 写成 矩阵 形式 


2 M, do 
£1 2 人 M, di 
. . : 一 . (7.13) 
PP 2  ) | 1M， dd， 
Ar 2 ) AM， d, 
对 第 二 种 边界 条 件 (7. 4) ,直接 得 端点 方程 
MM=fl, M,= f’. (7. 14) 


如 果 令 =p 二 0,do = 二 2 放 ,d; 二 2f7, 则 (7.10) 利 (7.14) 也 可 以 
写成 (7. 13) 的 形式 . 
对 于 第 三 种 边界 条 件 (7. 5) ,可 得 
MM, == M,,， ARATI 十 /AT 十 2AM 一 dd， (7.15) 
其 中 和 二 二 1 


6 ze 如] 一 人 zs] (7 10) 和 (7.15) 可 以 写成 矩阵 形式 


ho hl 
2 A A (Mi di 
Le 2 A, M, d; 
: = . (7.16) 
Hn-1 2 A | | AM。: de1 
A An 2 ) WUM， aq， 
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(7. 13) 和 (7. 16) 是 关于 Mj;(j==0,1,…,n) 的 三 对 角 方 程 组 ， 
M; 在 力学 上 解释 为 细 梁 在 z; 截面 处 的 弯 矩 , 称 为 SCz) 的 矩 , 方 
程 组 (7. 13) 和 (7. 16) 称 为 三 弯 矩 方程 . (7.13) 和 (7. 16) 的 系数 扼 
阵 中 元 素 Ai Ai 已 完全 确定 ， 并 且 满 足 4A; 这 0,p; 写 0,4; 十 Ai 一 |， 
因此 系数 和 矩 车 为 严格 对 角 占 优 阵 , 从 而 (7.137 和 (7.16) 有 唯一 解 . 
求解 方法 可 见 第 5 章 第 4 节 追 赶 法 ,将 解 得 结果 代入 (7.8) 的 表达 
式 即 可 . 

例 5 设 FAz) 为 定义 在 5627.7,30] 上 的 函数 ,在 节点 x;(i 二 0， 
1,2,3) 上 的 值 如 下 : 

fx0)=f(27.7)=4.1, f(x)= 28) 一 4.3， 

fx)==f(29)=4.1, f(x)= f(30)=3.0. 
试 求 三 次 样 条 函数 SCz), 使 它 满 足 边界 条 件 S'(27.7) = 3.0， 
S’'(30)=—4.0. 

解 ” 先 由 (7.11) 及 (7, 12) 计 算 有 ,==0.30, 有 二 hs 二 1,p4 一 


3 1 10 1 6 
13°A 2 3 1,40 =1,4 3 ys 万 "da fro zl— fo) 


一 一 46. 666,di=6fLzxo ,zi, x2 ==—4.00002,d;,=6fLzxi, zx, zs] 


一 一 2.70000，d， = (ff fz ,zs]) = 一 17.4. 
由 此 得 矩阵 形式 的 方程 组 (7. 13) 为 


2 1 
3 ,10 M, 一 46. 6666 
13 13 M, 一 4. 00002 
1 ， 工 ||Me| |—2.7000 
2 2 | \—17.4000 
1 2 
求解 此 方程 组 得 到 


M, =— 23.531, M) = 0. 395, M, = 0.830, M;: =— 9. 115. 
将 M, ,Mi ,MM Ma 代 人 表达 式 (7. 8) 得 到 (曲线 见 图 2-6) 


。56 。 第 2 章 插值 法 


13.07278(z — 28)” 一 14.84322(z 一 28) 十 0.21944 

。 (zx—27.7) 十 14.31358(z 一 27.7)， x € [27.7,28j], 
0. 06583(29 一 zx)? 十 4. 23417(29 一 并 ) 十 0. 13833 

。 (zz 一 28) 十 3.96167(z —28), xz € [28,29], 
0.13833(30 一 zz 十 3.96167(30 一 Zz) 一 1.51917 

* (z—29)?++4.51917(z—29), xz € [29,30]. 

通常 求 三 次 样 条 函数 可 根据 上 述 例 题 的 计算 步骤 直接 编程 上 

机 计算 ,或 直接 使 用 数学 库 中 软件 ,根据 具体 要 求 算 出 结果 即 可 . 


S(zx)=4 


上 


4.0 


例 6 给 定 函数 fz) 一， 一 5 人 x<5, 节 点 二 一 5 十 


(k 二 0,1,… ,10), 用 三 次 样 条 插值 求 So (xz). 

取 Sio(xi)=f(zxi) (一 0, 1 ,10),S1( 一 5) 一 六 (一 5)， 
Si (5) 二 了 (5). 直接 上 机 计算 可 求 出 So(Cz) 在 表 2-6 所 列 各 点 
的 值 . 从 表 中 看 到 ,在 所 列 各 点 So (zx) 与 f(z) 误 差 较 小 , 它 可 作为 
f(x) 在 区 间 | 一 5,5] 上 的 近似 ,而 用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 Lio (zx) 
计算 相应 点 上 的 值 Lo(Cz)( 也 见 表 2-6), 显 然 它 与 f(x) 相差 很 
大 ,在 图 2-5 中 已 经 看 到 它 不 能 作为 f(x) 的 近似 . 


表 2-6 
1 
” | I 
一 5 oj 0. 03346 |0. .3| 0 0 0. 24145 
—4. 81 0.04160 |0.03758 .0| 0.20000 |0. 2000010. 20000 
一 4.5| 0.04706 |0.04248 .8| 0.23585 |0. 23154|0. 18878 
一 4.3|1 0.05131 10. 04842 .5| 0.30769 10. 2974410. 23535 
一 4.0| 0.05382 |0.05882 -3| 0.37175 |0. 3613310. 31650 
一 3.8| 0.06477 |0.06556| 一 0. .0| 0.50000 10. 5000010. 50000 
一 3.5| 0.07547 |10.07606 | 一 0. .8| 0. 60976 | 0. 6242010. 64316 
一 3. 3| 0.08410 | 0. 08426 | 一 0， .5| 0.80000 |0. 82051|0. 84340 
一 3. 0| 0. 10000 | 0. 10000 .3| 0.91743 |0. 92754|0. 94090 
一 2. 8| 0.11312 |0.11366 1. 1 1. 00000 
一 2.5| 0.13793 10. 


2.7.3 误差 界 与 收敛 性 


三 次 样 条 函数 的 收敛 性 与 误差 估计 比较 复杂 ,这 里 不 加 证 明 
地 给 出 一 个 主要 结果 . 

定理 4 设 f(x)EC'[a,b5j,S(z) 为 满足 第 一 种 或 第 二 种 边 
界 条 件 (7. 3) 或 (7. 4) 的 三 次 样 条 函数 , 令 六 一 max hi,hi 二 :+ 一 
Zi(i 二 0,1,"…,n 一 1), 则 有 估计 式 
max | Fa cz 一 SO(z) | 二 max | OO(Cz) | PR 一 0,1,2， 


PEE 


(7.17) 


rl-_3 
其 中 Co 一 5 和 ,CI 一 贡 :C 一 言 . 

这 个 定理 不 但 给 出 了 三 次 样 条 插值 函数 SCz) 的 误差 估计 , 且 
当 有 >0 时 ,SC(z) 及 其 一 阶 导 数 SCz) 和 二 阶 导数 SCz) 均 分 别 一 
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致 收 钱 于 f(z), 了 (x) 及 (zx). 
评注 


插值 法 是 一 个 古老 而 实用 的 课题 . 它 是 函数 逼近 ,数值 微 积 
分 和 微分 方程 数值 解 的 基础 本章 讨 论 了 拉 格 郎 日 插值 公式 及 牛 
顿 插值 公式 , 莉 者 在 理论 上 较为 重要 ,后 者 在 计算 插值 多 次 式 及 求 
函数 近似 值 较为 方便 且 节 省 计算 量 . 等 距 节 点 插值 是 应 用 中 最 常 
见 的 ,利用 差分 及 牛顿 前 插 与 后 插 公式 即 可 ,还 有 利用 中 心 差分 得 
到 的 其 他 类 型 插值 公式 , 因 使 用 较 少 本 章 没 有 介绍 ,如 有 需要 可 参 
看 文献 [3]. 

对 充分 光滑 的 被 插 函 数 可 采用 微分 形式 的 误差 估计 给 出 误差 
限 , 其 他 情形 可 利用 均 差 形式 给 出 误差 估计 的 近似 值 . 但 由 于 高 
次 插值 存在 病态 性 质 ,一 般 实际 计算 很 少 使 用 高 次 插值 ,更 多 使 用 
分 段 低 次 桶 值 ,特别 是 三 次 样 条 播 值 , 由 于 它 具 有 委 好 的 收敛 性 和 
稳定 性 ,又 有 二 阶 光 滑 度 , 因 此 在 理论 上 和 应 用 中 均 有 重要 意义 ， 
本 章 只 对 最 常用 的 三 弯 矩 方程 做 简单 介绍 ,一般 的 样 条 函数 理论 
和 B- 样 条 等 更 详细 内 容 读 者 如 有 需要 可 参看 文献 [4,5,10] 等 ， 


习 题 


1.、 当 z=:1, 一 1,2 时 , f(z) 二 0, 一 3,4, 求 f(x) 的 二 次 插值 多 项 式 . 
2. 给 出 f(x) 二 lnz 的 数值 表 


rc 0.4 0.5 0.6 
lnzx 一 0.916291 一 0.693147 一 0.510826 


zr 0.7 0.8 
lnz 一 0. 356675 一 0.223144 


习 题 ”59。 


用 线性 插值 及 二 次 插值 计算 In0. 54 的 近似 值 . 

3. 给 出 coszx,0 所 z+ 太 90" 的 函数 表 , 步 长 h=1 == (1/60)", 若 肾 数 表 具 有 
5 位 有 效 数字 : ,研究 用 线性 插值 求 cosz 近似 值 时 的 总 误差 界 . 

4. 设 zi 为 互 异 节点 (j 一 0,1,…,n) ,求证 : 


iD Dlx) x Ck 0,1,m,n)s 
j=0 


i) Dy (六 一 zk 0 (k= 1,2,,n). 


i=0 


5. 设 fx)EC[Ta,6b5] 且 f(a) 二 (5) = 一 0, 求证 : 
max | f(x) | 二 工 (6 一 as max | f(z) |. 
cr 8 a rb 


6. 在 一 4 委 z 委 4 上 给 出 f(x) 一 er 的 等 距 节 点 函数 表 , 若 用 二 次 插值 求 
ex 的 近似 值 , 要 使 截断 误差 不 超过 10-* , 间 使 用 函数 表 的 步 长 产 应 取 多 少 ? 

7. 车 y= 二 2", 求 Ay 及 yy, 

8， 如 果 f(z) 是 mr 次 多 项 式 , 记 Af(z) 二 f(z 十 有 ) 一 f(x) ,证 明 f(x) 的 
阶 差 分 AFGCz) (0O<RsM) 是 和 2 一 次 多 项 式 , 并 且 A"*'f (x) 二 0(1 为 正 整 
数 ). 

9. 证 明 AC(figi) 二 fiAgi 二 getiAfi. 


La) ml 
10. Dfisg = fg»— fogo— gen ah. 
k=0 k=0 


La 
11. 证 明 DyA?y; = Ay 一 Ay. 


j=0 
12. 车 f(x)==ao 十 qrz 十 十 an-1X"”! 十 anx*” 有 2 个 不 同 实 根 zi， 
Ta» "9 Tn ,证 明 : 
+ 10;0 SRCn— 2 


TX 
2 FD lean, k=n—l. 
13. 证 明 nn 阶 均 差 有 下 列 性 质 ， 
iD 车 FCz)=cf(x), 则 FELzxo ,xi xa = cf[Lzro, xi Tn js 
ii) 车 (zx) 二 了 f(z) 十 g(x), 则 
下 [ro ris ,Ta = flrxos r,s T, | gLzo xt" Tr. 
14. f(x) 二 zx 十 x 十 3x 十 1, 求 


f[L2° ,2 2 ] 及 fL2° ,2 23] 
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15. 证 明 两 点 三 次 埃 尔 米 特 插值 余 项 是 
RaCr) -= fHIOzT— TT T/A, EE (rs Tt), 
并 由 此 求 出 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 的 误差 限 . 

16. 求 一 个 次 数 不 高 于 4 次 的 多 项 式 PCz) ,使 它 满足 P(0)==P'(0)= 
0,P(1)=P’(1)=1,P(2)=1. 

17. 设 f(z 二 1/(1 十 Zz) ,在 一 5 祈 x5 上 取 ”一 10, 按 等 距 节 点 求 分 段 
线性 插值 渔 数 (xz), 计算 各 节点 间 中 点 处 的 (zx) 与 f(z) 的 值 ,并 估计 
误差 . 

18. 求 f(z) 二 x? 在 La,6] 上 的 分 段 线性 插值 函数 (x) ,并 估计 误差 . 

19. 求 f(z) 二 x 在 La,6] 上 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 ,并 估计 误差 . 

20. 给 定数 据 表 如 下 ， 


0. 25 0. 30 C. 39 0. 45 
0. 5000 | 0.5477 0. 6245 | 0. 6708 
试 求 三 次 样 条 捕 值 SCz) ,并 满足 条 件 : 

i) S (0, 25) 一 1, 0000，S (0. 53)=0, 6868; 

iD S$’(0.25) = $0. 53)=0. 

21. 若 f(x)EC[a,6],S(x) 是 三 次 样 条 水 数 ,证 明 ，; 
i) | crnyaz—| [S’(zx)J:dx 


i 


0. 53 


yj 0.7280 


=| [rz) — SCx)J dr 
(4 
十 ?| S(T LF x) 一 SCz)]dzi 


11) 车 f(x) 二 S(z;)(i1 一 0,1,…… 1), 式 中 Xi 为 插值 节点 , 且 Q& 一 To<Zl 
二 …< 之 x 一, 则 


b 
| SDLF (x) — Sx) dr 


~ SELF-—SH)I— Sf (a) 一 So)]. 


第 3 章 函数 逼近 与 曲线 拟 合 
3.1 函数 逼近 的 基本 概念 


3.1.1 范 数 逼近 与 函数 空间 


在 数值 计算 中 经 常 要 计算 函数 值 ,如 计算 机 中 计算 基本 初等 
函数 及 其 他 特殊 函数 ; 当 函 数 只 在 有 限 点 集 上 给 定 函数 值 ,要 在 包 
含 该 点 集 的 区 间 上 用 公式 给 出 函数 的 简单 表达 式 , 这 些 都 涉及 到 
在 区 间 [a,6] 上 用 简单 函数 逼近 已 知 复杂 函数 的 问题 ,这 就 是 函数 
逼近 问题 ， 上 章 讨论 的 插值 法 就 是 函数 逼近 问题 的 一 种 .本 章 讨 
论 的 函数 逼近 ,是 指 “ 对 函数 类 A 中 给 定 的 函数 f(z), 记 作 f(x) 
€ A, 要 求 在 另 一 类 简单 的 便于 计算 的 函数 类 B 中 求 函 数 p (zx)E€E 
B, 使 p(x) 与 f(x) 的 误差 在 某 种 度量 意义 下 最 小 ”， 函 数 类 A 通 
常 是 区 间 [a, 刀 上 的 连续 函数 , 记 作 ClLa, 杂 , 称 为 连续 函数 空间 ， 
而 函数 类 B 通常 为 ”次 多 项 式 , 有 理 函 数 或 分 段 低 次 多 项 式 等 . 
函数 逼近 是 数值 分 析 的 基础 ,为 了 在 数学 上 描述 更 精确 , 先 要 介绍 
代数 和 分 析 中 一 些 基 本 概念 及 预备 知识 . 

数学 上 常 把 在 各 种 集合 中 引 人 某 些 不 同 的 确定 关系 称 为 赋予 
集合 以 某 种 空间 结构 ,并 将 这 样 的 集合 称 为 空间 . 例如 将 所 有 实 ? 
维 向 量 组 成 的 集合 , 按 向 量 加 法 及 向 量 与 数 的 乘法 构成 实数 域 上 
的 线性 空间 , 记 作 及 " , 称 为 n 维 向 量 空间 ， 类 似 地 ,对 次 数 不 超 过 
n(n 为 正 敖 数 ) 的 实 系数 多 项 式 全 体 , 按 通 常 多 项 式 与 多 项 式 加 法 
及 数 与 多 项 式 乘法 也 构成 数 域 R 上 一 个 线性 空间 ,用 互 , 表示 , 称 
为 多 项 式 空 间 . 所 有 定义 在 [a,6] 上 的 连续 函数 集合 , 按 函数 加 法 
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和 数 与 函数 乘法 构成 数 域 R 上 的 线性 空间 , 记 作 CLa,6j. 类 似 地 
记 C*[a,6b] 为 具有 p 阶 连续 导数 的 函数 空间 . 

定义 1 设 集合 $S 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,元 素 zi1，… ,zx EE 

S, 如 果 存 在 不 全 为 零 的 数 wm ,… ,a, EP, 使 得 

Qazi 十 "二 ar 二 0， (1.1) 
则 称 zx; ,… ,xz 线性 相关 . 否则 , 若 等 式 (1.1) 只 对 m 一 oa 一 人 … 一 on 
二 0 成 立 , 则 称 zi ，…z, 线性 无 关 . 

若 线性 空间 S 是 由 x 个 线性 无 关 元 素 x1，… ,zx 生成 的 , 即 对 

VYVxzESs 都 有 

TT 二 Qazi 二 十 QT, 
则 zi ,… ,zx 称 为 空间 S 的 一 组 基 , 记 为 S=span(zi,，…,Zz,), 并 
称 空 间 S 为 n 维 空间 ,系数 a ,…,a, 称 为 x 在 基 xz1,…,zx, 下 的 
坐标 , 记 作 (a ,…,a,), 如 果 S 中 有 无 限 个 线性 无 关 元 素 zx, ,…， 
Zz,，"…， 则 称 S 为 无 限 维 线性 空间 . 

下 面 考察 次 数 不 超 过 n 次 的 多 项 式 集合 妃 。, 其 元 素 p(x) € 

妃 , 表示 为 

plr) 三 ao 十 QZ 十 十 Go (1. 2) 
它 由 nx 十 1 个 系数 (a ,ai av) 唯 一 确定 . 1,z,… ,zx” 线性 无 关 ， 
它 是 万 , 的 一 组 基 , 故 H,= 二 span{1,zx,*…,x"}, 自 (ao ,a1,*"*,a,) 
是 zz) 的 坐标 向 量 , 互 , 是 nn 十 1 维 的 . 

对 连续 函数 f(x)€ C[a,5] , 它 不 能 用 有 限 个 线性 无 关 的 函数 
表示 , 故 CLa,b] 是 无 限 维 的 ,但 它 的 任 一 元 素 f(x)E€ CLa,5j 均 可 
用 有 限 维 的 p(x) EH， 通 近 ,使 误差 max| f(x) 一 p(x)|<ele 为 
任 给 的 小 正 数 ) ,这 就 是 著名 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定 理 . 

定理 1 设 f(x)E€ Cla,6b], 则 对 任何 e 汪 0, 总 存在 一 个 代数 
多 项 式 p(x) ,使 

f(x) — px) |. Te 
在 La,b] 上 一 致 成 立 . 


3.1 函数 逼近 的 基本 概念 。63 。 


这 定理 已 在 “数学 分 析 ” 中 证 明 过 . 这 里 需要 说 明 的 是 在 许多 
证 明 方 法 中 , 伯 恩 斯 坦 (Bepgnireiia)1912 年 给 出 的 证 明 是 一 种 构 
造 性 证 明 . 他 根据 函数 整体 逼近 的 特性 构造 出 伯 恩 斯坦 多 项 式 


B,(f,x) 一 PA(E)Pe), (1.3) 
其 中 
PCz) = (jd — zx) 


(= 2 一 AtD 为 二 项 式 展开 系数 , 并 证 明了 


limB.(f,2) 三 f(z) 在 [0,1] 上 一 致 成 立 ;车 Fz) 在 [0,1 芋 和 m 阶 
导数 连续 , 则 
lim Ba.” (f,zr) = f™ (x). 
这 不 但 证 明了 定理 1 ,而 且 由 (1.3) 给 出 了 f(xz) 的 一 个 到 近 
多 项 式 、 它 与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
L(x) = DY per), Dz) = 1 


Pan = D(a ol (1.4) 
k=0 k=0 
这 只 要 在 恒等式 


〈 工 十 y)” 二 = 2 (xy 
中 令 y= 二 .一 z+ 就 可 得 到 . 但 这 里 当 zEL0,1] 时 还 有 Pi(x) 之 0， 


DY | Pir) = VPCr)=1 


k=0 
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| Bu 六 zz) | 入 max | f(z) | > | PCz) | 二 
有 界 , 故 B， Cf,z) 是 稳定 的 . 至 于 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 二 (Xx), 由 


于 S) | (xz) | 无界, 因而 不 能 保证 高 阶 插值 的 稳定 性 与 收敛 性 . 
相 比 之 下 ,多 项 式 B,(f,x) 有 良好 的 到 近 性 质 , 但 它 收敛 太 慢 , 比 
三 次 样 条 逼近 效果 差 得 多 ,实际 中 很 少 被 使 用 . 

一 入 二 可 用 一 组 在 CLa,b] 上 线性 无 关 的 函数 集合 
{9; (z) _ "来 通 近 zeECLa, oj 元素 p(x)E 56 一 spanfpo (x), 


gD eg) CCLa,5b] ,表示 为 
PT) = ado po (XT) a P(r) 二 ap (XT). (1.5) 
函数 逼近 问题 就 是 对 任何 fE CLa,5], 在 子 空间 @ 中 找 一 个 
元 素 p(x)E@B, 使 f(z) 一 g' (x) 在 某 种 意义 下 最 小 . 


3.1.2 范 数 与 赋 范 线性 空间 


为 了 对 线性 空间 中 元 素 大 小 进行 衡量 ,需要 引进 范 数 定义 , 它 
是 R" 空间 中 向 量 长 度 概念 的 直接 推广 . 


足 条 件 : 
(1) zi 衬 0, 当 且 仅 当 z = 0 时 ,xj =0; (正定 性 ) 
(2) az =|a| lzl ， a€ER:; ( 齐 次 性 ) 


(3) 1z+yll 委 zl 二 ll，zyES (三 角 不 等 式 ) 
则 称 |， | 为 线性 空间 S 上 的 范 数 ,S 与 上 ，| 一 起 称 为 赋 范 线 
性 空间 , 记 为 X. 

例如 ,在 R* 上 的 向 量 x 一 (rz,…zorER, 三 种 常用 范 
数 为 

| zl = := max | z | ， ， 称 为 co- 范 数 或 最 大 范 数 ， 


3.1 项 数 禹 近 的 基本 概念 。65 。 


lzli= Pla, 称 为 1- 范 数 ， 
1zls = (Pa) , 称 为 2- 范 数 . 


用 范 数 如 “~: 


上 7 = | 1 /4z) 1 dz ， 称 为 1- 范 数 ， 


1 = (| r(x)dr) ， 称 为 2- 范 数 
可 以 验证 这 样 定义 的 范 数 均 满 足 定义 2 中 的 三 个 条 件 . 
3.1.3 内 积 与 内 积 空间 


在 线性 代数 中 , R” 中 两 个 向 量 x== (xi,…,X,) 及 了 一 

(yy 的 内 积 定义 为 
(zy) = Tiyi 二 Tayn. 

若 将 它 推广 到 一 般 的 线性 空间 X, 则 有 下 面 的 定义 . 

定义 3 设 X 是 数 域 K(R 或 C) 上 的 线性 空间 ,对 Vu,v€EX， 
有 KK 中 一 个 数 与 之 对 应 , 记 为 (u,v), 它 满足 以 下 条 件 : 

(1) (u,v) = (v0), Vu,vEX; 

(2) (auyv)=alu,v), a€EK,u,vEX; 

(3) (utvow)=(uw)T (vw), Vu,v,wEX; 

(4) (wyw) 宇 0, 当 香 仅 当 4= 二 0 时 , (wu,w) 二 0. 
则 称 (x,v) 为 X 上 zx 与 ”的 内 积 ， 定 义 了 内 积 的 线性 空间 称 为 内 
积 空间 . 定义 中 (1) 的 右 端 (u,v) 称 为 (u,v) 的 共 绒 , 当 K 为 实数 
域 R 时 (4,v) = (Cv, 0). 

如 果 (x,v) 二 0, 则 称 w 与 v 正 交 , 这 是 向 量 相互 习 直 概念 的 推 
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广 . 关于 内 积 空 间 性 质 有 以 下 重要 定理 . 
定理 2 设 X 为 一 个 内 积 空间 ,对 YVx,zEGX, 有 
[| (uv) 时 二 (Cu)Co mv). (1. 6) 
称 为 柯 西 - 施 瓦 艾 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 . 
证 明 当 w=0 时 (1.6) 式 显然 成 立 . 现 设 v 取 0, 则 (v,v) 守 0， 
且 对 任何 数 4 有 
Ou ud Av) 一 (aa) 十 24(0Um) + A (Cv,v). 
取 4== 一 (uyv’/《v,v), 代 人 上 式 右 端 ,得 
(uu) 2 | (u,v) | (u,v) |? 


(Cv, Uv) (vw,v) 


之 0， 


即 得 v 关 0 时 
| (xuo) | < Cu) (Cv,v). 证 毕 . 
定理 3 设 X 为 一 个 内 积 空间 ,yz ，… 刀 EX 矩阵 
(za ,U1) (m2 7 的 (wn » U1) 
Ce Wu su) ue sus) 克拉 Ce (1.7) 
(yt (Uz) (Wn Un) 
称 为 格拉 姆 (Gram) 和 矩阵 , 则 G 非 奇异 的 充分 必要 条 件 是 ui， 
ws， ,Us 线性 无 关 . 
证 明 G 非 奇 异 等 价 于 detG 关 0, 其 充 要 条 件 是 齐 次 方程 组 


n 


( Dau sa ) = DY (Cu su ) 0 一 0， k=1,2,,n (1.8) 
;7=1 


只 有 零 解 ;而 


Dau 一 al2l 十 at 十 …… 十 as 一 0 (1.9) 
i=l 


了 了 
SS (Dou, Dou)= 9 
j=1 jl 


SS (Pau )= 0, k=1,2,.,n, 


了 一 1 
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从 以 上 等 价 关系 可 知 ,detG 关 0 等 价 于 从 (1.8) 推 出 a 一 os 
二 … 二 a, 二 0, 而 后 者 等 价 于 从 (i. 9) 推 出 Ql 一 az 一 … 一 as 一 0, 即 


Ui,Us，… ,Un 线性 无 关 . 证 毕 . 
在 内 积 室 间 X 上 可 以 由 内 积 导出 一 种 范 数 , 即 对 于 xEX, 记 
ul =v, (1. 10) 

容易 验证 它 满足 范 数 定义 的 三 条 性 质 ,其 中 三 角 不 等 式 
Tatvl lull+ vl (1. 11) 


可 由 定理 2 直接 得 出 , 即 
Call+ lvl)?= ul?+2lal vil + lvl? 

(uyu) 2(u,v) + (vv) 

( 


Ud 二 vu 二 ov) 一 |‖ w+ wv)’, 


i Vi 


两 端 开 方 即 得 (1. 11). 
例 1 R" 与 C" 的 内 积 . 设 zyyER"x 一 (zzn)T，y 一 
(yl ;ya)" 则 其 内 积 定义 为 
(zx,y) 一 > ViV i (1. 12) 
由 此 导出 的 向 量 2- 范 数 为 


上 zl: = (x,x)? = (Dz?)7. 


i=1 


车 给 定 实数 之 0(i 二 1,…,n), 称 {w} 为 权 系数 , 则 在 R*" 上 可 定 
义 加 权 内 积 为 

(X,Yy) = oz， (1. 13) 
相应 的 范 数 为 

1zj := (Pon?) 


不 难 验 证 (1.13) 给 出 的 (zx,y) 满 足 内 积 定 义 的 4 条 性 质 . 当 几 =1 
G 一 1,… ,nn) 时 ,(1.13) 就 是 (1. 12). 
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如 果 xz,yEC', 带 权 内 积 定义 为 
《zyy) 一 Dowiriy;, (1. 14) 
i 一 1 


这 里 fa } 仍 为 正 实数 序列 ,了 为 y; 的 共 亏 . 

在 C[e, 引 上 也 可 以 类 似 定义 带 权 内 积 ,为 此 先 给 出 权 函 数 的 
定义 . 

定义 4 设 [a,6] 是 有 限 或 无 限 区 间 , 在 [a,6] 上 的 非 负 函数 
ofz) 满 足 条 件 ; 


(1) | zpcz)dz 存在 且 为 有 限 值 (R 一 0,1,…)， 


(2) 对 [c, 刀 上 的 非 负 连续 函数 g(x) ,如 果 | ecz?olz)dz 一 


0 , 则 g(x) 三 0. 
则 称 pe(xz) 为 La, 恕 上 的 一 个 权 函 数 . 

例 2 CLa,5j 上 的 内 积 . 设 f(zx),g(zx)E€ECLa,b],pl(x) 是 
La,6] 上 给 定 钓 权 函 数 , 则 可 定义 内 积 


(f(r),g(7z)) = | ecw fen gr) dr. (1. 15) 
容易 验证 它 满足 内 积 定义 的 4 条 性 质 , 由 此 内 积 导 出 的 范 数 为 
1 fer) Ns = (fC2), f(x) = [| ecw rr)ar| 


《1.16) 
称 (1. 15) 和 (1.16) 为 带 权 p(xz) 的 内 积 和 范 数 , 特 别 常用 的 是 p(x) 


b 
(f(x),g(7x)) = | fix)g(r)dr, 


1 fz) 1 = (| raz). 


若 go ,Pl 是 CLa,5b] 中 的 线性 无 关 函 数 族 , 记 ?= 
span{ po sp ,94) , 它 的 格拉 姆 矩阵 为 


3.2 正 交 多 项 式 。 69 。 


(Po, Po) (Po ,1) "(go yn ) 
( > ) 《 9 ) "0° 《4 9 7 
CG 一 GCC) 一 和 多 和 和 * 
(Cprspo) (PoO) (ps, Pn) 
(1.17) 


根据 定理 3 可 知 oo，92 Pn 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 detG (qo， 
Pp1 "pn ) 0. 


3.2 正 交 多 项 式 


正 交 多 项 式 是 函数 逼近 的 重要 工具 ,在 数值 积分 中 也 有 重要 
应 用 . 


3.2.1 正 交 函 数 族 与 正 交 多 项 式 


定义 5 若 fx) ,gCT) ECfa,bj],pCx) 为 La,b5] 上 的 权 孙 数 且 
满足 


， 、 
(f(x),g(7)) = | pc) fer) gr) dz 一 0， (2. 1) 


则 称 f(z) 与 g(x) 在 [a,5j 上 带 权 oCz) 正 交 . 若 函 数 族 mw (zx)， 
(XT)，,… ,Pn(X),，"… 满 足 关 系 
0， 7 关上 上 
A: >> 0,j7=k. 
则 称 {9;(x)} 是 [a,65] 上 带 权 oCz) 的 正 交 函 数 族 ; 若 Ai 三 1, 则 称 
之 为 标准 正 交 函数 族 . 

例如 ,三 角 函 数 族 

1 ,cosz,sinz, cos2z, sin2r, 


就 是 在 区 间 [ 一 x,xj 上 的 正 交 函 数 族 . 因为 对 k=1,2,… 有 


b 9 
(9;, Pi) -eeoncowcou 1 (2.2) 
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(1,1) = 2r， (sinkx ,sinkx ) = (coskx ,coskr) = T， 
而 对 有 ,jj 二 1,2,…, 当 了 关 j 时 有 (cos&zysinkz) 一 (1,cos&z) 一 (]， 
sinkzx)=0; 

(coskr ,cosjx) = (sinkzr ,singx) = (coskz ,sinjr) = 0. 

定义 6 设 9 (z) 是 [a,6] 上 首 项 系数 a 了 关 0 的 nn 次 多 项 式 ， 
P(X) 为 La,6] 上 权 函 数 , 如 果 多 项 式 序列 {9, (x)}? 满足 关系 式 
(2.2) , 则 称 多 项 式 序列 (9, (zx))? 为 在 La,5j 上 带 权 plzx) 正 交 , 称 
gn《X) 为 La,5] 上 带 权 pl(x) 的 n 次 正 交 多 项 式 . 

只 要 给 定 区 间 [a,5j 及 权 函 数 p(x), 均 可 由 一 族 线性 无 关 的 
害 函 数 {1,z，…z,，…)} ,利用 逐个 正 交 化 手续 构造 出 正 交 多 项 式 
序列 {por(Cz))e : 


7 一 上 


pr 一 1 9 一 pz) 
(n = 1,2,.…). (2.3) 
这 样 得 到 的 正 交 多 项 式 序列 有 以 下 性 质 
(1) 9p, (x) 是 具有 最 高 次 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 式 . 
(2) 任何 n 次 多 项 式 P, (x) EH, 均 可 表示 为 po (x)， 
91(X) ,… ,9,lX) 的 线性 组 合 . 
(3) 当天 j 时 , (9; (zx) ,g(x)) 一 0, 且 p(x) 与 任 一 次 数 小 于 
k 的 多 项 式 正 交 . 
(4) 成 立 递 推 关 系 
Pri CX) =: (TO— 0,) 9 (x) — Bp (x) (n= 0,1,..), 
(2.4) 


其 中 
PCz) = 1, PICZ) 一 0， 
一 (zpu0Z) pT) /px), px)), 
及 一 (oz GT) /Pp ICz) pi (Xx)) (n= 1,2,.), 


3.2 正 交 多 项 式 。71 +: 


b 
这 里 (zp zx) ;p(x)) 一 | Zp! (zor) dz. 


(5) 设 {9,(z)}? 是 在 La,b] 上 带 权 pkxz) 的 正 交 多 项 式 序列 ， 
则 gp,《x)(n 之 1) 的 nn 个 根 都 是 在 区 间 (Ca,65) 内 的 单 重 实 根 . 
以 上 性 质证 明 可 见 [2j ,下 面 给 出 几 种 常见 的 正 交 多 项 式 . 


3.2.23 勒 让 德 多 项 式 


当 区 间 为 [一 1,1], 权 函数 p(z) 夺 1 时 ,由 {和 1,T,…,x",…} 正 
交 化 得 到 的 多 项 式 就 称 为 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 ,并 用 P(x)， 
Pi (z),…，P,(z),… 表 示 , 这 是 勒 让 德 于 1785 年 引进 的 . 1814 年 
罗 德 利克 (Rodrigul) 给 出 了 简单 的 表达 式 


1 dd” 
2"n1 dx” 


《7 一 1， 2，… )， (2.5) 
由 于 (x? -一 1)" 是 2n 次 多 项 式 , 求 nn 阶 导数 后 得 


P,(z) = FT C2) (2n 一 DC 十 Daz 二 az 十 …… 十 ao， 


Po (xz) 一 1， P, Cx) 


{Cx 一 1)?)} 


nt 数 为 1 的 勒 让 
德 多 项 式 为 
DD n! d” 2 n 
B,C) = TE EL 1)"]. (2.6) 
勒 让 德 和 多项式 有 下 述 几 个 重要 性 质 : 
性 奔 1 正 交 性 
| 0， mn; 
| P, (x)P, (Cx) dx -| 2 (2.7) 
2n 二 1 mm 二 Nn, 


证 明 令 pC(z)==(zx’ 一 1)”, 则 
p+ 1) = 0 (k=0,1,.*,n— 1). 
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设 Q(x) 是 在 区 间 [ 一 1,1] 上 有 阶 连续 可 微 的 函数 ,由 分 部 积分 
知 


1 
| Pcoacoaz= | acoen cnDdz 


2"n! 


一 zi| QC GD Cr dz 


= S| am" (pdz. 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 车 Qiz) 是 次 数 小 于 的 多 项 式 , 则 Q(z) 志 0, 故 得 


[ P,(z)P,(z)dz 一 0， 当 n 关 m. 
一 ! 


(2n)! 


下- 1 ny) 
(2) 若 Qtz) 一 PCz) 一 5 多 《z) 一 到 (7 1 2™ 的 
QP CL) = PH) = |! ， 
于 是 
1 
| Pp? (x) dx= i i 四 | (zz — 1)"dz 
ey La "dr. 
由 于 
1 -| migdt = 2 4 2n) 
la 2 "dz = ，cos di = gon’ 
故 
' ps 2 
| PC dz 一 元 二 


于 是 (2.7) 得 证 . 
性 质 2 奇偶 性 
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P,(— 7x) = (— 1)"P, (x). (2. 8) 

由 于 p(x) 二 (zx 一 1)" 是 侦 次 多 项 式 , 经 过 偶 次 求 导 仍 为 偶 次 
多 项 式 , 经 过 奇 次 求 导 则 为 奇 次 多 项 式 , 故 为 偶数 时 P, (zx) 为 偶 
函数 ,2” 为 奇数 时 P, (x) 为 奇 函 数 , 于 是 (2.8) 成 立 . 

性 质 3 弟 推 关系 

考虑 n 十 1 次 多 项 式 zxP, (x), 它 可 表示 为 

XP (Xx) = ao Po (rz) + aP (rz) a P(r). 

两 边 乘 Pi(.c) ,并 从 一 1 到 1 积分 ,得 


1 1 
| XP, (zx)P (zz)dz = a Pi? (x) dz. 
一 1 一 1 


当 & 委 ?一 2 时 ,zP(Cz) 次 数 小 于 等 于 2 一 1, 上 式 左 端 积分 为 
0, 故 得 as 一 0。 当 = 二 n 时 ,zP:(Cz) 为 奇 函数 , 左 端 积分 仍 为 0, 故 
an 一 0. 于 是 
ZXP,(Zz) = a, i1Pi (7r) arn P(X), 
其 中 


rl 
4a, 一 | LP, CA)P, (zydz 
一 1 


_ 2n—1 2n n 


2 4m 1 2nil1’ 


1 
a 2 ?| zp, CDP (x) dz 


22 十 3 2(n 1) 7 十】 


2 ” (292 十](22 十 3 oatl’ 
从 而 得 到 以 下 的 递 推 公式 
(十 1)P (CCz) 一 (022 十 1)zP,(Cz) — nP, 1 (7x) 
(n= 1,2,.…), (2. 9) 
由 P(x) 二 1,Pi(z) 二 zx, 利用 (2.9) 就 可 推出 
P:(z) = (3x’ 一 1)/2， 
Py;(x) = (57x’ 一 3z)/2， 
P(x) = (35x* — 30x’ + 3)/8, 
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P; (x) 一 (63 一 70z -- 15x)/8, 
Pi(CZz) 一 (231z6 — 315x! 十 105z2 — 5)/16, 


图 3-1 给 出 了 Po(x),Pi(x) ,P(x) ,P(x) 的 图 形 . 


性 质 4 P(x) 在 区 间 [ 一 1,1] 内 有 7 个 不 同 的 实 零 点 . 
3.2.3 切 比 雪夫 多 项 式 


当权 函数 p(z) -用 区 间 为 [一 1, 1] 时 ,由 序列 {1， 
ZooT 5 正 交 化 得 到 的 正 交 多 项 式 就 是 切 比 雪夫 
(Chebyshev) 多 项 式 , 它 可 表示 为 

T(x) = cos(narccosz), | 过 | 委 1. (2. 10) 
车 令 z=cos0, 则 T,(z) 一 cosn0,0 二 0O<r. 
切 比 雪夫 多 项 式 有 很 多 重要 性 质 ， 
性 质 5 递 推 关 系 
Tc 一 2zT(z) — T(x) (= 1,2,.…), 
Tol.r)= 1, T(x)= zx. 


(2.11) 
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这 只 要 由 三 角 恒 等 式 
cos(2 十 1)0 一 2cosbcos 则 一 cos(2 一 1)0 (2 之 1) 
令 zz 二 cosb 即 得 . 由 (2. 11) 就 可 推出 
T, (zx) = 2x? —],， 
Ts (zx) 一 42 一 37， 
Ti(z) 一 8z 一 8z2 十 1， 
TiCz) = 16x’ — 20x’ 十 57， 
Te (xX) = 327x' — 48x! 十 18z2 一 1， 


T(z) ,TT (xz), 1T, (x) ,Ts (zz) 的 函数 图 形 见 图 3-2. 
由 递 推 关系 (2. 11) 还 可 得 到 T, (xz) 的 最 高 次 项 系数 是 2"! 
(n 宇 1). 


性 质 5 切 比 雪夫 多 项 式 {Ti (xz)} 在 区 间 [ 一 1,1j] 上 带 权 
p(X) 二 1/y1 一 并 正 交 , 且 


0， nm; 
1 Tx)T, (xr) dzr x 
, 这 二 17， 2 一 人 天 0 (2. 12) 


T， 1 一 7 一 0. 
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事实 上 , 令 x 二 cos0, 则 dz 一 一 singd0, 于 是 


0， nm; 
1 x 
| TCOT, (x) dz 一 | cosngcosmgdb = 41 二， 1 一 7 天 0 
-1 1— 0 2 
AT, n= 二 m= 0. 


性 质 7 To,《X) 只 会 这 的 偶 次 寡 , TourGCz) 只 含 T 的 奇 次 宕 . 
这 性 质 由 递 推 关系 直接 得 到 . 
性 质 8 T(Cz) 在 区 间 [ 一 1,1- 上 有 7 个 零点 

2k 


—1 
Xe 一 COS Tn, k=]l],*,n. 


2n 
此 外 ,实际 计算 中 时 常 要 求 x 用 To(z) ,T(x),…,T,(x) 的 
线性 组 合 表示 ,其 公式 为 


[3¥],, 
一 2 人 jz (2. 13) 
会 
这 里 规定 Tu(z)=1. n= 二 1,2,…,6 时 的 结果 如 下 : 
1 一 T, (xXx), 
z= T(x), 


x7 (Tz) + T(z)), 
rc’ 一 工 (3Ti(z) 二 Ts (Xx))， 


zi 二 (3T, Cz) + 4Ts Cz) + Ti (x)), 


二 去 (10Ti(z) 二 5Ts(zx) + T(r)), 


Xi 一 25(10T, (2) 十 15T2(z) 十 6T CCz) 十 Te(X)). 
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3.2.4 其 他 常用 的 正 交 多 项 式 


一 般 说 ,如果 区 间 [a,6j] 及 权 函 数 pCz) 不 同 , 则 得 到 的 正 交 多 
项 式 也 不 同 . 除 上 述 两 种 最 重要 的 正 交 多 项 式 外 ,下 面 再 给 出 三 
种 较 常 用 的 王 交 多 项 式 . 

1. 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 


在 区 间 [ 一 1,1] 上 带 权 oCz)==V1 一 好 的 正 交 多 项 式 称 为 第 二 


类 切 比 雪夫 多 项 式 , 其 表达 式 为 
Ux) = sinLCn + 1)arccosz,] (2.14) 
lx 


邻 x 二 cos0, 可 得 


1 x 
| U Crz)D (rx)V1— x dzr= | sin(n + 1)0sin(m + 1)0d0 
1 CQ 


0，712 天 7; 
即 {U,(x)}) 是 [一 1,1] 上 带 权 M1 一 x 的 正 交 多 项 式 族 . 还 可 得 到 
递 推 关 系 式 
U(x)= 1,， U(x) = 27， 
UA CX) 一 2zUCz) 一 UTCz) (n= 1,2,.). 
2. 拉 盖 尔 多 项 式 
在 区 间 [0, 十 co) 上 带 权 ee * 的 正 交 多 项 式 称 为 拉 盖 尔 
(Laguerre) 多 项 式 , 其 表达 式 为 
L(x) = 0 (re). (2.15) 


它 也 具有 正 交 性 质 
0， mn; 


(nl)*, m=n, 


| erL CL Cx) dr = 
.oo 
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和 有 递 推 关系 
Lo Cz) 一 1， ICz) 三 1 一 并 
La C(x) =: (1 十 22 一 Z)LCz) 一 nz2L (rn = 1,2,.). 
3. 埃 尔 米 特 多 项 式 


在 区 间 ( 一 co, 十 co) 上 带 权 。 的 正 交 多 项 式 称 为 埃 尔 米 特 
多 项 式 ,其 表 法 式 为 


HGz) = (一 Drez -Ce )， (2.16) 
它 满足 正 交 关系 
te 0， 7 天 7; 
| H(z)H, (zx)dz = J 
并 有 递 推 关 系 
Ho(x) 一 1， Hi(x) = 27z， 


Hn (Cx) = 2rzH, (zx) — 2nH, (rx) (n= 1,2,.). 


3.3 最 佳 一 致 允 近 多 项 式 
3.3.1 基本 概念 及 其 理论 


本 市 讨论 fECLa,5j, 在 日 ,= span(1,z,…,x”}) 中 求 多 项 式 

P* (x) ,使 其 误差 
| f—P; | .= max | f(x+) — Pr (zx) | 一 min | f—P,|. 

这 就 是 通常 所 谓 最 佳 一 臻 逼近 或 切 比 雪夫 逼近 问题 . 为 了 说 明 这 
一 概念 , 先 给 出 以 下 定义 . 

定义 7 设 P,(Cz) €E HH,,f(zx) €E C[a,6b] , 称 

A(f,P,)= | f—P,| .= max | f(x) — P(x) | (3.1) 

为 f(z) 与 P, (zx) 在 [La,65] 上 的 偏差 . 

显然 A(j,P;) 宇 0,A(f,P,) 的 全 体 组 成 一 个 集合 ,; 记 为 
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{4A(f,P,)}), 它 有 下 界 0. 若 记 集合 的 下 确 界 为 
E,= inf {A(f,P,)} 一 inf max | f(x)— P,(x) |， 
EH, - PE 开 


(3. 2) 
则 称 之 为 f(x) 在 [a,5] 上 的 最 小 偏差 . 
定义 8 假定 FCz)ECLa'o, 知 存在 Pi (zx)€ 万 ,使 得 
4AC 太 PP) = EF,, (3. 3) 
则 称 P: (xz) 是 f(z) 在 La,6」 上 的 最 佳 一 臻 过 近 多 项 式 或 最 小 偏 
注意 ,定义 并 未 说 明 最 佳 逼 近 多 项 式 是 否 存在 ,但 可 证 明 下 面 
的 存在 定理 . 
定理 4 若 f(x)ECLa,5b], 则 总 存在 P* (x)E 五 ,使 
| fC7) — P(x) | = EE,. 
证 明 路 ,可 参考 [2]. 
为 了 研究 最 佳 副 近 多 项 式 的 特性 , 先 引 进 偏差 点 的 定义 . 
定义 9 设 f(zx)ECLa,6],P(z)EH,, 车 在 x 二 x。 上 有 
| Plzxo) ~— flxo) | 一 max | P(x)— fx) | 一 
就 称 z 是 P(xz) 的 偏差 点 . 
若 P(xzxo) 一 f(xo) 二 py, 称 zx, 为“ 正 ” 偏 差点 . 
若 PCzo) 一 f(zo) 二 一 上 , 称 zo 为 “ 负 ” 偏 差点 . 
由 于 旺 数 P(xz) 一 f(z) 在 La,6j 上 连续 ,因此 ,至 少 存在 一 个 
点 zo ELa.8], 使 
| PCzo) — f(zxo) |= AP， 
也 就 是 说 P(x) 的 偏差 点 总 是 存在 的 . 下 面 给 出 反映 最 佳 逼 近 多 
项 式 特征 的 切 比 雪夫 定理 ， 
定理 5 P(Cz)E 瓦 , 是 jz)ECLa, 菩 的 最 佳 逼 近 多 项 式 的 
充分 必要 条 件 是 PCz) 在 La ,oj 上 至 少 有 ”十 2 个 轮流 为 < 正 ”“ 负 ” 
的 偏差 点 , 即 有 7 十 2 个 点 ec 委 z 过 zy 过 … 过 zais 坪 5, 使 
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Px) — Fxi) = (~— 1)o PCz) 一 cz)|-，c 一 士 1， 
(3. 4) 

这 样 的 点 组 称 为 切 比 雪夫 交错 点 组 ， 

证 明 ”只 证 充分 性 . 假定 在 La,5j 上 有 nn 十 2 个 点 使 (3. 4) 成 
立 , 要 证 明 P(x) 是 f(z) 在 La,5j 上 的 最 佳 下 近 多 项 式 . 用 反 证 
法 ,车 存在 Q(X)EHRH,,Q(z) 关 P(x), 使 

fx) — QC) f(x) — P(x) | ». 
由 于 
P(x) — Q(x) = [P(xz) 一 Az)] 一 LQGCz) — f(zx)] 

在 点 zz zt 上 的 符号 与 PCzi) 一 Cri) (Ck 二 1,… sn 十 2) 一 
致 , 故 PCz) 一 QGz) 也 在 2 十 2 个 点 上 轮流 取 “ 十 ?>“ 一 ”号 . 由 连 
续 函 数 性 质 , 它 在 La,5j] 内 有 nn 十 1 个 零点 ,但 因 P(x) 一 Q(x) 关 0 
是 不 超过 nn 次 的 多 项 式 , 它 的 零点 不 超过 mn， 这 矛盾 说 明 假 设 不 
对 , 故 P(Cz) 就 是 所 求 最 佳 逼 近 多 项 式 . 充分 性 得 证 . 必要 性 证 明 
略 , 可 参看 [5]. 

定理 5 说 明 用 P(xz) 开 近 f(x) 的 误差 曲线 y==P(x) 一 f(x) 
是 均匀 分 布 的 . 由 这 定理 还 可 得 以 下 重要 推论 . 

推论 1 洪 f(z)ECLa,6b1, 则 在 互 , 中 存在 唯一 的 最 佳 逼 近 

证 明 略 . 

利用 定理 5 可 直接 得 到 切 比 雪夫 多 项 式 T, (x) 的 一 个 重要 性 . 
质 , 即 

定理 6 在 区 间 [ 一 1,1] 上 所 有 最 高 次 项 系数 为 1 的 nn 次 多 
项 式 中 ,sz 一 到 1T,(z) 与 零 的 偏差 最 小 ,其 偏差 为 于- 

证 明 由 于 

1 


w(x) -一 Z (7Z) = ZX” — Pi (xz)， 
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1 1 
max | wz) |= 5 * max | 了 T(z)| = 一 -， 
-lrel 2 -irl 


有 目 点 zi 二 cvs 和 x 二 0,1,…,) 是 T, (x) 的 切 比 雪夫 交错 点 组 ， 


由 定理 5 司 知 ,区 间 [ 一 1,1] 上 x" 在 日 ,_! 中 最 佳 近 多 项 式 为 
Pr_1(z), 即 w,(z) 是 与 零 的 偏差 最 小 的 多 项 式 . 定理 得 证 . 
例 3 求 F(z) 一 2z 十 z2 十 2z 一 1 在 [一 1,1] 上 的 最 佳 2 次 通 
解 由 题 意 ,所 求 最 佳 逼近 多 项 式 P; (xz) 应 满足 
max， | FCz) — Pr? (zx) |= min. 


-lz 


由 定理 6 可 知 , 当 
f(z) — Pi (x) =3T (x) = 2 了 2 一 3 
时 ,多 项 式 f(x) 一 Pz (xz) 与 零 偏差 最 小 , 故 
P; (7)= f(x) — Tz) 


一 2Z2 十 二 一 1 

就 是 f(x) 在 [一 1,1] 上 的 最 佳 2 次 逼近 多 项 式 . 

3.3.2 最 佳 一 次 逼近 多 项 式 

定理 5 给 出 了 最 佳 逼 近 多 项 式 P(z) 的 特性 ,但 要 求 出 P(x) 
却 相当 困难 . 下面 讨论 "= 1 的 情形 . 假定 f(x)E€EC[a,5j], 且 
六 (zx) 在 (a.5) 内 不 变 号 ,我 们 要 求 最 佳 一 次 下 近 多 项 式 Pi (zx) = 
ao 十 ai 文 . 根据 定理 5 可 知 至 少 有 3 个 点 a< < Ts <z 委 0 使 

P(x) — f(r) = (~ 1)o max | Pi(x)— f(x) | 


(0 = 土 1,k = 1,2,3). 
由 于 产 (x) 在 [a,6] 上 不 变 号 , 故 f(x) 单调 ,了 (zx) 一 a 在 
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(a,5) 内 只 有 一 个 零点 , 记 为 XT2 ,于 是 
Pr (zz ) -一 (za ) == Cl — ff (xr) 一 0， 即 f (xs) 一 CI。 
另外 两 个 偏差 点 必 是 区 间 端 点 , 即 xz 二 a,x; 一 5, 且 满足 


Pil(a)— fla) = Pi(b) — f(0) 
由 此 得 到 


一 EP (zs) 一 fx)]. 


a 十 aia 一 ja) 一 ao 十 ap 一 大 0); 03. 5) 
Qaam fla) = f(z) 一 (ao 十 aizzy)， | 
解 出 


aa = FEL 一 fx), (3. 6) 
代 人 (3. 5) 得 


_ fla) + f(x) 
Uo “一 2 


_ Co) 一 Fa) a 十 Ze (3.7) 
b—a 2 “ 
这 就 得 到 最 佳 一 次 逼近 多 项 式 Pi (z) ,其 几何 意义 如 图 3-3 所 示 ， 


直线 y 一 Pi(z) 与 纺 MN 平行, 且 通过 MQ 的 中 点 了 ,其 方程 为 


y = 到 [fo) 十 Fr] 十 a(z 一 二 衬 )， 


N 
y=P1(x) 


例 4 求 /z)=vI 十 妇 在 [0,1 上 的 最 佳 一 次 和 逼近 多 项 式 . 
解 由 (3.6) 可 算出 


al = V2— 1 2 0.414, 
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‘(x)= ， 一 1 ， 解 和 
又 三 (z A 解 得 


= 下 = 2 0.4551, f(xa) 一 VIT 干 并 2 1.0986. 
由 (3.7), 得 | 


a = + > a 子 ~ 0.955, 


于 是 得 /1 十 z 的 最 佳 一 次 到 近 多 项 式 为 
Pi(x) = 0.955 十 0. 414z， 


即 Vi+z 0.955 二 0.4147,0 才 zx 芝 1; (3. 8) 
误差 限 为 


max |vVl+zx’— P(xz) | 0.045. 


or 人 el 


在 (3. 8) 中 若 令 z 一 人 <1, 则 可 得 一 个 求 根 式 的 公式 
Va +b a 0.955a 十 0.4145， 


3.4 最 佳 平方 逼近 


3.4.1 最 佳 平 方 逼 近 及 其 计算 
现在 浅 们 研究 在 区 间 [a,5] 上 一 般 的 最 佳 平方 逼近 问题 . 对 
fix)ECLa,bj 及 CLa,bj] 中 的 一 个 子 集 p= span (go (Xx)， 


91 《rT) ,9,(X)}, 若 存在 S" (x)E€9, 使 | 
| fCx) — SS: (x) | i= mn | f(z)— SCzx) 站 


一 Luin ‘pADLf Cz) — S(xr) Fdr, (4.1) 


则 称 S* (rc) 是 f(x) 在 子 集 pCTa,b] 中 的 最 佳 平方 通 近 函数 
为 了 求 S' (z), 由 (4.1) 可 知 该 问题 等 价 于 求 多 元 函数 
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Ta aa) = [ow [Dog, (DfD] dr (4.2) 
a j=0 
的 最 小 值 . 由 于 IT(ao 3C19 ya ) 是 关于 CoyC19 Cn 的 二 次 函数 ， 


利用 多 元 函数 求 极 值 的 必要 条 件 
al 
3a. 一 0 (k= 0,1,,n), 
即 
2 2| pen[ Daw, — f(z) |peCx)dz 一 0 
(k 一 0，1， “， 7) ， 
于 是 有 


27(C9ge(z) ,oz))aj = fa pT) k=0,1,,n). 


(4.3) 
这 是 关于 a ,al ，…,a， 的 线性 方程 组 , 称 为 法 方程 ,由 于 g(x)， 
2(Z) oz) 线 性 无 关 , 故 系数 detG(o ,91，…, 9,) 关 0, 于 是 
方程 组 (4. 3) 契 唯一 解 a 二 a? (k= 二 0,1,…,n) ,从 而 得 到 
SS’ (x) = aad pox) tT a P(X), 
下 面 证 明 S* (zx) 满足 (4. 1) , 即 对 任何 S(z)E9, 有 


b b 
| pCD LF) — SS* Ca) dz | pT LA) ~ SC) J dz. 


(4. 4) 
为 此 只 要 考虑 


D= | eco[7cem 一 SCz)]?dz 一 | ecp[7cz — S* Cx)Jdx 
= | pase) — S* (zx)Jdzx 


b 
十 2| p(z)[S' (x) — SC TFCx) — S* Cx) Jdx. 


3.4 最 佳 平方 遏 近 。 85 。 


由 于 S* (zx) 的 系数 ar 是 方程 (4. 3) 的 解 , 故 
| ec) —S’(z)Jp(rdr=0 (k=0,1,,n), 
从 而 上 式 第 二 个 积分 为 0, 于 是 
D = | paLscz) 一 S (z)]?dz 之 0， 


故 (4.4) 成 立 . 这 就 证 明了 S* (z) 是 jz) 在 p 中 的 最 佳 平方 逼近 
函数 . 
若 令 6Cx)= 二 f(x) 一 S* (zx), 则 平方 误差 为 
Cz) i= (f(r) — S' (zx), f(x) — S* (zx)) 
(f(z), f(r) — (SS (zx), Flr)) 


| fz) 3 Da (plz), fr)). (4.5) 
到 一 有 
若 取 g(xX)= 二 x ,p(Xx) 三 1, cz)ECL0,1], 则 要 在 五, 中 求 n 
次 最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 
S”(Z) 一 ao 十 于 并 十 … 十 an 
此 时 
1 
R 十 7 十 1 
(f(z), p(x)) = | rmzdz di. 
若 用 五 表示 G, 二 G(x,…… ,Xx") 对 应 的 矩阵 ， 即 


1 
(9; CT) ,Pir)) =| Xtidx 一 
0 


1 1/2 00 1/(n+1) 
1/2 1/3 1 2 

H= / / /nt ) | .6) 
1/(z 十 1) 1/ 十 2) … 1/(22 十 1) 


称 为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 和 给 阵 , 记 4 一 (aoyal… ad)Td 一 (cu， 
di,…,d,)", 则 
Ha=d (4.7) 
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的 解 CQ (一 0,1,…… ,2) 即 为 所 求 . 


例 $ 设 f(zx)=V1 十 x , 求 [0,1] 上 的 一 次 最 佳 平方 逼近 多 
项 式 . 
解 ” 利 用 (4.7), 得 


1 
do =| V1l 二 xdz= Te 1. 147， 
0 


4 
d= | xVITzdr = (+t) -22 1 


2 0. 609 ， 
得 方程 组 
] i ao 1.147 
1 | | 
2 3) ai 0. 609 
解 出 
ao 一 0.934，uwl 一 0.426， 
故 
SY? (xX) 一 0.934 十 0. 426z. 
平方 误差 


上 SGCz) i= (CFGz)，FGz)) 一 (SCz) f(r)) 
1 
一 | (1 十 zz)dz 一 0.426di 一 0.934du 一 0. 0026. 
0 
最 大 误差 
| 6Cz) | = max |vVi+zx’ — Si (zr) | 0. 066. 
0 达 z 所 1 


用 (1,z，……z")} 做 基 , 求 最 佳 平 方 和 逼近 多 项 式 , 当 n 较 大 时 ， 
系数 矩阵 (4. 6) 是 高 度 病态 的 ( 见 第 5 章 ) ,因此 直接 求解 法 方程 是 
相当 困难 的 ,通常 是 采用 正 交 多 项 式 做 基 . 


3.4 最 佳 平 方 通 近 。87 。 


3.4.2 用 正 交 天 数 族 作 最 佳 平方 逼近 


设 f(x) ECLa,b],9= span{ go (XxX), DCz) PCZz))， 若 
(rz) ,p(T ,… ,9《X) 是 满足 条 件 (2. 2) 的 正 交 函 数 族 , 则 (9; (xz)， 
9; (XK)) 二 0 ,i 六/ 而 (9j;(X),9; (Xx)) 之 0, 故 法 方程 (4.3) 的 系数 矩阵 


G,=G(o9o 7) sO (Xx) 2.(CZ) ) 为 非 奇 异 对 角 阵 , 且 方程 (4. 3) 的 
解 为 


= (f(x) ,p(T))/ px) pr)) (k= 0,1,..,n). 


于 是 f(x)€ CLla,6bj 在 9g 中 的 最 佳 平方 下 近 函 数 为 
。 Cf 7), pz)) 
S* (zx) = > oa) (4. 9) 
由 (4.5) 可 得 均 方 误差 为 
| 8Cz) |2= | fox) — 5S; (x) | 
= (Io DSS]). .10) 


| wz) | ， 
由 此 可 得 贝 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 


Da | gC 2)? < | fC) | 2. (4. 11) 


着 AceChe ,| 按 正 交 函 数 族 {9.(z)) 展开 ,系数 ax (k= 
…) 按 (4.8) 计 算 ,得 级 数 


Dai pilz) (4. 12) 
k=0 


称 为 f(z) 的 广义 傅 里 叶 (Eoureir) 级 数 ,系数 at 称 为 广义 传 里 叶 
系数 . 它 是 傅 里 时 级 数 的 直接 推广 . 

下 面 计 论 特殊 情况 , 设 {gpo (zr) ,Pi (rz),…,9, (7X)}) 是 正 交 多 项 
式 , p= 二 span{ go (Xx) ,pT pT), pi(X) (k=0,1,.… 212) 可 由 
1,z,… ,Xx" 正 交 化 得 到 , 则 有 下 面 的 收敛 定理 . 
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定理 7 设 f(z)EC[fa,bj,S' (xz) 是 由 (4.9) 给 出 的 f(z) 的 
最 佳 平方 通 近 多 项 式 , 其 中 {9 (xz),k 一 0,1,…,n) 是 正 交 多 项 式 
族 , 则 有 

lim|| f(z)—S; (z) 1 一 0. 

证 明 略 ,可 见 L[6]. 

下 面 考虑 函数 f(x)E CL 一 1,1], 按 勒 让 德 多 项 式 {P。 (zx)， 
PCz)，…，Pz)} 展 开 , 由 (4. 8),(4.9) 可 得 

SS» (xX) 一 ad Po (zx) +ar PCz) 十 … 十 ar PCz)， 

(C4. 13) 

其 中 


,fz) ,Pi (7)) +2 
CQ = Pr), PA) 一 PC JCz)PCZz)dz. (4.14) 


根据 (4. 10) ,平方 误差 为 


| sz) | = | f(x)dr— by i 
由 定理 7 可 得 
lim | flz)— S: (zx) ,= 0. 
如 果 f(x) 满足 光滑 性 条 件 还 可 得 到 S? (zx) 一 致 收敛 于 f(zx) 
的 结论 . 
定理 8 设 f(z)ECT[ 一 1,1],S* (zx) 由 (4.13) 给 出 , 则 对 任 
意 xE[ 一 1,1] 和 Ye 守 0, 当 nn 充分 大 时 有 


| f(x) — SS: (zx) | 过 上. 
We 


n 


(4. 15) 


证 明 可 见 [6]. 

对 于 首 项 系数 为 1 的 勒 让 德 多 项 式 B, (由 公式 (2. 6) 给 出 有 
以 下 性 质 . 

定理 9 在 所 有 最 高 次 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 式 中 , 勒 让 德 
多 项 式 E.(z) 在 [一 1,1] 上 与 零 的 平方 误差 最 小 . 


3.4 ”最 徒 平方 通 近 * 89， 


证 明 设 Q.(z) 是 任意 一 个 最 高 次 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 
式 , 它 可 表示 为 
Q,(z) = B, (zx) 十 Sb, Cz), 


k=0 


于 是 
[QD = (QQ 一 | Rd 


ml 
= (B,Cz) ,PB, (x)) + Dai (B,Cx),B, (xz)) 
0 


k= 


当 且 仅 当 ae 一 o 三 … 一 al 一 0 时 等 号 才 成 立 , 即 当 Q(z) 三 
5,(z) 时 平方 误差 最 小 . 

例 6 求 Fz)= 一 人 er 在 [一 1,1] 上 的 三 次 最 佳 平方 逼近 多 项 
式 . 

解 ” 先 计算 (fCz),Bi(z)) (一 0,1,2,3)， 


1 
(Fa ,Pucz)= | dz = ei ~ 2. 3504; 


| 
(Cf) ,PCz)) 一 | zerdz = 2e! 2 0.7358; 
1 


2 


1 
CnD ,Pacz)= | (2 一 计 )edz = ce 了 ~ 0.1431 


3 
-Ai1\2 
(fC1) ,Pz)) = 上 (37 一 Fz)edz = 37 4 — 5ea~ 0.02013. 
由 (4. 14) 得 

at = (f(z),P,(z))/2 = 1,1752, 

ar = 3(f(x), P(x))/2 = 1.1036, 
a? = 5(f(x),P,(z))/2 = 0.3578, 
ay = 7(f(z), Ps(z)) /2 = 0.07046, 
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代入 (4. 13) 得 
S: (zx) := 0. 9963 -+ 0. 9979z 十 0.5367.z2 十 0. 176].z3. 
均 方 误差 


7 - 
9 (7Z) 一 一 97 (Z) | “dz 一 
| 3 Cx) | | e 了 (zx) | , = edz 和 i 


< 0. 0084. 
最 大 误差 
oCr) j= je ms) |, 0.0112. 
如 果 f(x)E CLa,5j, 求 [a， 5 上 的 最 佳 平方 逼近 多 项 式 , 做 
变换 


二 2 十 


于 是 FCO 一 (55 [1 而 几 直 作 直 信 
佳 平方 逼近 多 项 式 S* (2) ,从 而 得 到 区 间 [a,5bj 上 的 最 佳 平方 允 近 
多 项 式 S: (这 -za ). 

由 于 勒 记 德 多 项 式 {P;(zx)} 是 在 区 间 [ 一 1,1] 上 由 {1,x,…， 
zx,"…) 正 交 化 得 到 的 ,因此 利用 孙 数 的 勒 让 德 展开 部 分 和 得 到 最 
佳 平 方 逼 近 多 项 式 与 由 

9 (Zz) 一 ao 十 G 工 十 …… 十 Go , 

直接 通过 解法 方程 得 到 昌 , 中 的 最 佳 平方 逼近 多 项 式 是 一 致 的 ， 
只 是 当 n 较 庆 时 法 方程 出 现 病态 ,计算 误差 较 大 ,不 能 使 用 ,而 用 
勒 让 德 展开 不 用 解 线性 方程 组 ,不 存在 病态 问题 ,计算 公式 比较 方 
便 , 因 此 通常 都 用 这 种 方法 求 最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 . 


3.5 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 


3.5.1 最 小 二 乘法 及 其 计算 
在 函数 的 最 佳 平 方 逼 近 中 f(x)E Cla,65], 如 果 f(x) 只 在 一 


3.5 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 。91 ， 


组 离散 点 集 {zi,i 二 0,1,…,m}) 上 给 定 ,这 就 是 科学 实验 中 经 常见 
到 的 实验 数据 (zi, yi;),i 二 0,1,…,m) 的 曲线 拟 合 , 这 里 六 一 
了 (zi) ,i 二 0,1,… ,1m, 要 求 一 个 函数 y 二 5 (xz) 与 所 给 数据 { (zi， 
yi 一 0 1 ,Mm}) 拟 合 , 若 记 误 差 6=S* (xz) 一 yi,i 二 0,1,…， 
m= 60) , 设 go《z) ,9 Cz) oz) 是 ClLa,o 上 线 
性 无 关 轧 数 族 ,在 pg 二 span{go (x) ,Pi《z),… 9Cz)} 中 找 一 函数 
S“ (zx) ,使 误差 平方 和 


1813= D8 = DLS: 0 — yy 


一 = min DSC) — yk, (5.1) 


这 里 

SCz) 一 aop(CZ) 十 azZ) 十 十 dp) (nm). 

(5. 2) 

这 就 是 一 般 的 最 小 二 乘 逼 近 , 用 几何 语言 说 ,就 称 为 曲线 拟 合 
的 最 小 二 蒋 法 . 

用 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 时 ,首先 要 确定 S(x) 的 形式 . 这 不 
单纯 是 数学 问题 ,还 与 所 研究 问题 的 运动 规律 及 所 得 观测 数据 
zy) 有 关 : 通 常 要 从 问题 的 运动 规律 及 给 定数 据 措 图 ,确定 
SCz) 的 形式 ,并 通过 实际 计算 选 出 较 好 的 结果 一 一 这 点 将 从 下 面 
的 例题 得 到 说 明 ， SCz)? 的 一 般 表 达 式 为 (5.2) 表 示 的 线性 形式 . 
若 g.(zx) 是 上 次 多 项 式 ,S(x) 就 是 n 次 多 项 式 . 为 了 使 问题 的 提 法 
更 有 一 般 性 ,通常 在 最 小 二 乘法 中 上 51? 都 考虑 为 加 权 平方 和 


803 = Sor) LSC) — flr). (5. 3) 
i=0 


这 里 wz 之 0 是 Ca,6j 上 的 权 沙 数 , 它 表示 不 同 点 (zx; ,f(zi)) 处 的 
数据 比重 不 同 ,例如 ,w(x;) 可 表示 在 点 Cx; ,f(zx;)) 处 重复 观测 的 
次 数 . 用 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲 线 的 问题 ,就 是 在 形 如 (5.2) 的 
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SCz) 中 求 一 区 数 > 一 SCz) ,使 (5.3) 取 得 最 小 . 它 转化 为 求 多 元 
函数 


了 (ao CT 0 


= Pox > ap Cr) — fC) C5. 4) 
i=0 j=0 


的 极 小 点 (ad ;a7 ,… ,a? ) 问 题 . 这 与 第 4 节 讨 论 的 问题 完全 类 
似 ， 由 求 多 元 函数 极 值 的 必要 条 件 , 有 


2 2 dor dE dag lr) — fr) lp(r) =0 
j=0 


9ax i=0 
(k 一 0,1,* ,7). 


m 


若 记 CO) 多 ) = wr) p(xi) Gr (xi), (5. 5) 


m 


(po = Dwr) fr) pr) = di 


- (k= 0,1,°* ,7). 
上 式 可 改写 为 
> pp ) ai 一 dx (k= 0,1,.… ,7n). (5. 6) 
这 方程 称 为 法 方程 ,可 写成 矩阵 形式 
Ga=d. 


其 中 d= (Qo sa ,4n) ,d= (do ca ，… yc) ， 
《Po ,0) (go DO) … (Go,p,) 


(i, 90) (i DID) ~ (P19 8) 


G 一 (5.7) 


(Paso) Propi) (pnp) 
要 使 法 方程 (5.6) 有 唯一 解 ao,al，,… ,a ,就 要 求 矩 阵 G 非 奇 
蜡 ,必须 指出 ,wo (x) ,g(x),… ,gp,(7) 在 La,b] 上 线性 无 关 不 能 推 
出 矩阵 G 非 奇 异 . 例如 , 令 go (xz) = sinz, gi (xX)= sin2x,X€ 
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L0,2r] ,显然 {m (Xx), (x)}) 在 [9,2wj 上 线性 无 关 , 但 车 取 点 人 一 
Ar ,KR 一 0,1,2(02z 一 1 一 2), 那 么 有 GolXi) = (zx) =0,k=0,1, 
2, 由 此 得 出 

(Gop) (Gpo, pi) 

(pspo) (Po 

为 保证 (5. 6) 的 系数 矩阵 G 非 奇异 ,必须 加 上 另外 的 条 件 . 

定义 10 设 go(z),91(z),…,9,(z)ECLa,6j 的 任意 线性 组 
合 在 点 集 (.zi,i1 二 0,1,…,m} (mm 之 n) 上 至 多 只 有 nn 个 不 同 的 零点 ， 
则 称 po (x) ;Pi1《T) ;pr《X) 在 点 集 {zi,i 一 0,1,…,m) 上 满足 蛤 
尔 (Haar) 条 件 . 

显然 1,z,… ,zx" 在 任意 mm 宇 n) 个 点 上 满足 蛤 尔 条 件 . 

可 以 证 明 , 如 果 go Cr) ,pz) ,9,(T)ECLa,bj] 在 {zx}?” 上 
满足 Haar 条 件 , 则 法 方程 (5, 6) 的 系数 矩阵 (5.7) 非 奇异 ,于 是 方 
程 (5. 6) 存 在 唯一 的 解 a; 二 ax ,二 0,1,…,n. 从 而 得 到 函数 f(x) 
的 最 小 二 恢 解 为 

SS’ (Xz) 一 ao po (TX) ar p(T) 二 ar P(X). 
可 以 证 明 这 样 得 到 的 S" (x) ,对 任何 形 如 (5.2) 的 SC(z), 都 有 


ZzdLS (zi) 一 f(zxi) J 去 24o2(m [SC ) — f(x) J, 


帮 S 《z) 确 是 所 求 最 小 二 乘 解 . 它 的 证 明 与 (4. 4) 式 相似 ,读者 可 
吕 芝 成 

给 定 f(x) 的 离散 数据 {Cz ;yi1) ;17 一 0,1,…,m) ,要 确定 9 是 
畏难 的 般 可 取 p= 二 span{1,zx,…,z"}) ,但 这 样 做 当 ”之 3 时 , 求 
解法 方程 (5. 6) 与 连续 情形 一 样 ,将 出 现 系 数 矩 阵 G 为 病态 的 问 
题 ,通常 对 ”一 1 的 简单 情形 都 可 通过 求法 方程 (5.6) 得 到 S* (zxz). 
有 时 根据 给 定数 据 图 形 ,其 拟 合 函数 y= 二 Stz) 表 面 上 不 是 (5.2) 的 
形式 ,但 通过 变换 仍 可 化 为 线性 模型 . 例如 , S(x) 二 ae” , 若 两 边 
取 对 数 得 | 
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InS(x) = lnc 十 pr， 
它 就 是 形 如 (5. 2) 的 线性 模型 ,具体 做 法 见 例 8. 
例 7 已 知 一 组 实验 数据 如 下 , 求 它 的 拟 合 曲线 . 


工 1 2 3 4 5 
f 4 4.5 6 8 8.5 
9 2 1 3 1 1 


解 ”根据 所 给 数据 ,在 坐标 纸 上 标 出 , 见 图 3-4. 从 图 中 看 到 
各 点 在 一 条 直线 附近 , 故 可 选择 线性 函数 作 拟 合 曲线 , 即 令 Si (x) 
一 ao 十 az ,这 里 m= 二 4,n 二 1,9(X) 二 1,91(X) 二 xX, 故 


4 4 


(Po y9o ) 一 > an 一 8, (Poy pl) 一 (wm ,po) 一 Dwix; 一 22， 


0 一 人 


4 4 
(p18) = Dwr? = 74,(9,)) = Dwifi = 47,. 
i=0 


i=0 
4 
(Pl ,f) 一 > azip 一 145. 5. 
i=0 
由 (5. 6) 得 方程 组 
(2 十 22a 一 47， 
人 22a 十 74aci == 145. 5. 


解 得 ao 一 2. 77，ai 一 | 13. 于 是 所 求 拟 合 曲线 为 
Sr (Xx) 一 2.77 十 1.13z. 


3.5 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 


例 8 设 数 据 (x;, yi) (i 二 0,1,2,3,4) 由 表 3-1 给 出 , 表 中 第 4 
行为 Iny;==yi, 可 以 看 出 数学 模型 为 > 一 ae ,用 最 小 二 乘法 确定 a 


及 上 6b. 


曲线 方程 为 y=ae” , 它 不 是 线性 形式 .两 边 取 对 数 得 Iny 二 na 十 


br, 若 令 y= 二 Iny; 和 A 一 lna, 则 得 y= 二 A 二 bx,9 二 {1,x). 为 确定 A， 
b, 先 将 (zx;,y;) 转 化 为 (x;,y;) ,数据 表 见 表 3-1. 
表 3-f 


根据 最 小 二 乘法 , 取 go(z) 二 1,91(x) 二 x,w(z) 三 1 ,得 


故 有 法 方程 


解 得 A 二 1. 122,65 二 0.505,a=e* 二 3.071. 于 是 得 最 小 二 乘 拟 合 


曲线 为 


(go, po) 一 5， 


4 
(qo, 91) 一 Dx 一 7.5， 


了 


本 
(p49) = Dx = 11.875, 


4 
(gp,y) = > 六 一 9.404， 


i= 0 


Co yy) 一 > ziy， 一 14. 422. 


(1 7.506 = 9. 404， 
7.504 十 11.8750 一 14. 422. 
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y= 3.071e"5osx。 
现在 很 多 计算 机 配 有 自动 选择 数学 模型 的 程序 ,其 方法 与 本 
例 同 . 程序 中 因 变 量 与 自 变 量变 换 的 函数 类 型 较 多 ,通过 计算 比 
较 误差 找到 拟 合 得 较 好 的 曲线 ,最 后 输出 曲线 图 形 及 数学 表达 式 . 


3.5.2 用 正 交 多 项 式 做 最 小 二 乘 拟 合 


用 最 小 二 乘法 得 到 的 法 方程 组 (5.6), 其 系数 矩阵 G 是 病态 
的 ,但 如 果 go (2:) » OD} (x) PCz) 是 关于 点 集 {(zi;) (一 0，1，… 9 
71) 带 权 w(xzi) (i 二 0,1,… ,1m) 正 交 的 函数 族 , 即 


0， 了 天 R， 
(ps9) 一 rr) pz) 一 (x > 0,j) 二 k， (5.8) 
则 方程 (5. 6) 的 解 为 
(za) fx;) Pr xi) 
, _ (f,9:) 2 fz pz 
0 (pi, Ps) 和 Ww 
EA 
(天 二 0,1，…，72)， (5, 9) 
且 平 方 误差 为 


1513 = | fl 2)Arlat )2， 
现在 我 们 根据 给 定 节点 Xo »s Xl "> Tm 及 权 函 数 wkKZz) 0, 造 


出 带 权 w(x) 正 交 的 多 项 式 {P,(x)}. 注意 ”和 ,用 递 推 公式 表示 
P, (x) 9 即 


Polz) 一 1， 
ee =— (rz~—a)P, (zx), (5. 10) 
Pin (xz) = (zx— am) P(rz) — BP (zx) 

(k= 1,2,0 ,Nn 1). 
这 里 P(xz) 是 首 项 系数 为 1 的 上 次 多 项 式 ,根据 Pi(z) 的 正 交 
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性 ,得 
y iiP2(Ti 
 _ 2 rrPie) _ CzPi(z), Pz)) 
所 ™ PCz), BECz)) 
Dwlzi) Pilz) 
1 一 0 
一 CzPi, Pi) 一 wos 一 一 
一 CP,, P,) (k=0,1, sn 1)， (5.11) 
) PR Cz;) 
由 二 PY) CPP 
之 ~ CP, Po) 
Dolxi) Pi (x) 加 
i=:0 


(k=1,.…,n—1). 
下 面 用 归纳 法 证 明 这 样 给 出 的 {P(x)}) 是 正 交 的 . 由 (5. 10) 
第 二 式 及 (5. 11) 中 a 的 表达 式 , 有 
(Po ,Pi ) 一 CP, ,zxP,) — a(P,,P,) 


(xP, , Po) 
(CP, , Po) 


现 假 疆 (P,,P,)= 二 0( 关 ) 对 s 二 0,1,…,l 一 ] 及 1 一 0,1,*…,k; 
<n 均 成 立 , 要 证 (Piyi,P,) 二 0 对 ss 一 0,1,…, 上 均 成 立 ， 由 
(5. 10) 有 . 

(Pai , 卫 , ) 一 (( 关 一 ai)PP) — PP, 1,P,) 

= (zxPi,P,) 一 ai(P,,P.) 一 及 (Pu ,P.)、 (5. 12) 
由 归纳 法 假定 , 当 0 委 s* 委 4 一 2 时 | 
(Pi,P,) =0, (Pi,P,)=0. 
另外 ,xP, “zx) 是 首 项 系数 为 1 的 * 十 1 次 多 项 式 , 它 可 由 P,， 
PP ，…P,+ 的 线性 组 合 表示 ,而 s 十 1 所 一 1, 故 由 归纳 法 假定 又 有 
(CzP, ,P,) = (P, ,zxP,) = 0,， 
于 是 由 (5.12) , 当 s<& 一 2 时 , (Piyi;P,) 二 0. 
再 看 


= (《P, ,zP,) 一 <P,,P,) = 0. 
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(Pii, P.1) =(zxP,,P,1) 一 aolCP Pi) 
— B.CPii, P21), (5.13) 
由 假定 有 - (P,,P, 1) = 0,， 
kl 
(xzPi,Pen) = (PisrPin) = (PP 十 >)cPi)= (P,P). 
j=0 
利用 (5. 11) 中 B&B 表达 式 及 以 上 结果 ,得 
(Pan, Pei1)= (xPi ,Pi1) — BCP 1, Pe1) 
一 (PP.) 一 (CPP.) 一 0。 
最 后 ,由 (5.11) 有 
(Pa Pi)= (zxPi,P:;) 一 ae CPP) — BCP,, Pi) 


_ (xP , Pi:) 
= (xP,,P.,) (CPi, P,) 


至 此 已 证 明了 由 (5. 10) 及 (5. 11) 确 定 的 多 项 式 {P, (zx)}(k 二 0， 
1,… ,n,n 寺 m) 组 成 一 个 关于 点 集 {zi} 的 正 交 系 . 

用 正 交 多 项 式 {P; (zx)}) 的 线性 组 合作 最 小 二 乘 曲 线 拟 合 , 只 
要 根据 公式 (5.10) 及 (5.11) 逐 步 求 P(x) 的 同时 ,相应 计算 出 
系数 | 


(CP; ,PP,) 一 0. 


. DoCx) fx) Pi (zi) 

二 一 (k=0,1,.,n), 
Dezx) PI,) 
i=0 


并 逐步 把 a? Pi(z) 累 加 到 SCz) 中 去 ,最 后 就 可 得 到 所 求 的 拟 合 
曲线 


(f ,Pi) 
~ CP,,P;) 


Ug 


y= S(r) = a PCz) 十 ar PCZz) 十 … 十 ax P(x). 
这 里 n 可 事先 给 定 或 在 计算 过 程 中 根据 误差 确定 . 用 这 种 方法 编 
程序 不 用 解 方程 组 ,只 用 递 推 公式 ,并 且 当 逼近 次 数 增加 一 次 时 ， 
只 要 把 程序 中 循环 数 加 1 ,其余 不 用 改变 . 这 是 目前 用 多 项 式 做 曲 
线 拟 合 最 好 的 计算 方法 ,有 通用 的 语言 程序 供用 户 使 用 . 
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3.6 最 佳 平方 三 角 到 近 与 快速 传 里 叶 变 换 


当 F(z) 是 周期 函数 时 ,显然 用 三 角 多 项 式 逼 近 fC(x) 比 用 代 
数 多 项 式 更 合适 ,本 节 主 要 讨论 用 三 角 多 项 式 做 最 小 平方 逼近 及 
快速 傅 里 时 变换 (Fast Fourier Transform) 简 称 FFT 算法 . 


3.6.1 最 佳 平方 三 角 副 近 与 三 负 插 值 
设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 平方 可 积 函 数 , 用 三 角 多 项 式 
S,(Z) = 二 十 aicosz 十 Dsinz 十 "… 十 anCosnz 十 bisinnz 


(6.1) 
做 最 佳 平方 逼近 函数 . 由 于 三 角 函 数 族 
1,cosxr, sinz,*"* .coOskz ,sinkz ,*** 
在 [0,2x] 上 是 正 交 函数 族 , 于 是 f(x) 在 L0,2xj 上 的 最 小 平方 三 角 
允 近 多 项 式 S,(x) 的 系数 是 


2 
Qa 一 | flx)coskrdz (k= 0,1,.…,n), 
0 


b; = 二 | FGzysinkzdz (k = 1 ， (6.2) 
TJo 
ax ,bs 称 为 傅 里 叶 系 数 ,函数 f(x) 按 傅 里 叶 系 数 展开 得 到 的 级 数 
廊 ao 十 >») (akcosRZ 十 bisinkz) 《6. 3) 


就 称 为 健 里 叶 级 数 , 只 要 f(z) 在 [0,2x] 上 分 段 连续 , 则 级 数 
(6. 3) 一 致 改 伍 到 f(zx). 
对 于 最 佳 平方 逼近 多 项 式 (6.1) 有 
Cx) 一 SCz) i= | fir) | 一 下 SCz) 2. 
由 此 可 以 得 到 相应 于 (4. 11) 的 贝 塞 尔 不 等 式 
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于 办 十 2 2 二 如) A 二 | [ FAFCz)]:dz. 


因为 右边 不 依赖 于 ”左边 单调 有 界 , 所 以 级 数 5 十 yoi 二 
及 ) 收敛 ,并 有 


lima; 一 limpb, 一 0. 
koo kre 
当 f(z) 只 在 给 定 的 离散 点 集 ( 工 二 45 j=0,1,, N—1) 上 


已 知 时 ， tne 的 离散 傅 里 时 系数 . 
为 方便 起 见 , 下 面 只 给 出 奇数 个 点 的 情形 . 令 


27c7 《7 = 0,1,.,2m), 


Ti 2m+1 
可 以 证 明 对 任何 9k ,lm 成 立 
2m 0， .二 R& 一 有 一 0; 
sinlzx ;sinkr; 一 42 
之 lan 二 上 六 0; 
0， i k; 
< 2m 
DJ cosilzjcoskhz, 二 2 十， (一 & 尖 0; 
j=0 
2m 十 1， {=k=0; 
2Zm 
> ,coslzjsinkzj =0, 0k,jSm 


这 就 表明 函数 族 {1, cosx, sinx,…, cosmz，, sinmx}) 在 点 集 
(5= 3m 2 | 上 正 交 ， 若 令 f; = f(z;) (7 = 二 0,1,… ,2m), 则 
8Cz) 的 最 小 二 乘 三 角 通 近 为 
S(T» 一 到 as 十 > (arcoskz 十 bisinkxX7)， nn 二 m， 
£1 


其 中 
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CQ == 2 Veos _2mj (k= 0,1,..,m), 
2z 十 1 全 2m 十 1 
2m > 
六 = Br sin 2 (一 1 (6.4) 
当 n 一 m 时 ,可 证 明 
Sn(CZi) 一 方 (j= 0,1,.",2m), 
于 是 


S,(X) 一 pe 十 > (a coskz + brsinkz ) 
k=1 


就 是 三 角 手 值 多 项 式 , 系 数 仍 由 《6. 4) 表 示 . 
更 一 般 情 形 ,假定 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 复 函数 ,给 定 在 N 


个 等 分 点 z 一 等 j (一 0,1,…,N 一 1D 上 的 值 /一 了 (等 ,由 于 


er = cos(jz) isin(jzr) (7 一 0 1 和 一 1, 1 一 v 一 1)， 
函数 族 (1,e”,…,e** 52) 在 区 间 [0,2x] 上 是 正 交 的 ,函数 e 关 在 等 


距 点 集 z, -一 334 Ck 一 0,1,…,N-1) 上 的 值 sm, 组 成 的 向 量 记 作 


$= (1 ,es ,NDT 
当 j=0,1,*…,N—1 时 ,N 个 复 向 量 加 ,中 ,办 -具有 下 面 所 定 


Nl 
ei 
0 


和 N 一 1 
Bb)= Dove 一 
k=0 


k= 


= (ni (6.9) 
事实 二 , 令 r=em?9, 著 01,sN 一 1, 则 有 
0 之 i 之 Nl,， 一 (CN 一 1) 一 s 之 0， 
于 是 —(N— 1) 过 i 一 ss 之 Nl, 
即 1 一 < 
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车 /一 s 关 0, 则 r 关 1, 从 而 


ry 一 ei 人 ?2r 一 1; 


于 是 


a :_ 1 一 7 
($b) 一 or 一 : 1 二 7 一 0. 
若 /一 *, 则 7 二 1, 于 是 
$b) = ToeN. 
这 就 证 明了 (6. 5) 成 立 . 即 由 ,由 中- ;是正 交 的 . 


因此 ,f(x 在 N 个 点 | 一 全， 一 0， 1,…, NN 一 1 ,上 的 最 小 


二 乘 传 里 叶 通 近 为 
nl 
SCz) = Dae”, nN, (6. 6) 
k=0 
其 中 
] AN 一 
-he (k= 0,1,,n—1). (6. 7) 


在 (6.6) 中 若 n= 二 NN, 则 SCz) 为 f(x) 在 点 xz)(j==0,1,*…,N 一 1) 上 
的 插值 函数 , 即 SCz;) 二 f(x) ,于 是 由 (6.6) 得 

f; 一 Se (j=0,1,.…,N— 1). (6. 8) 
(6.7) 是 由 (fj;) 求 {ci}) 的 过 程 , 称 为 f(z) 的 离散 傅 里 叶 变 换 . 简称 
DFT, 而 (6.8); 是 由 {ci} 求 {f;} 的 过 程 , 称 为 反 变换 . 它们 是 使 用 
计算 机 进行 全 里 叶 分 析 ( 简 称 傅 氏 分 析 ) 的 主要 方法 ,在 数字 讯号 
处 理 , 全 息 技术 ,光谱 和 声 谱 分 析 等 很 多 领域 都 有 广泛 应 用 . 


3.6.2 快速 傅 氏 变换 (FFT) 


不 论 是 按 (6.7) 式 由 { 户 } 求 {c)} 或 是 按 (6.8) 式 由 {ci)} 求 ( 广 )， 
还 是 由 (6.4) 计 算 傅 里 叶 有 逼 近 系 数 ak ,5 都 可 归结 为 计算 
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0 二 TEU (j=0,1,",N—1), (6.9) 


其 中 ww=exp( 一 “i2x/N) ( 正 变换 ) 或 也 一 exp(i2r/N)( 反 变换 )， 
{zi}(& 二 0,1,… N 一 1) 是 已 知 复数 序列 .如 直接 用 (6. 9) 计 算 
ci， 需要 N 次 复数 乘法 和 NN 次 复数 加 法 , 称 为 N 个 操作 ,计算 全 
部 c 共 要 N? 个 操作 . 当 N 较 大 且 处 理 数据 很 多 时 ,就 是 用 高 速 
的 电子 计算 机 ,很 多 实际 问题 仍然 无 法 计算 ,直到 20 世纪 60 年 代 
中 期 产生 了 FFT 算法 ,大 大 提高 了 运算 速度 , 才 使 傅 氏 变换 得 以 
广泛 应 用 . FFT 算法 的 思想 就 是 尽量 减少 乘法 次 数 ,例如 计算 ab 
十 ac 二 a(b 十 c), 用 左 端 计算 时 做 两 次 乘法 , 右 端 只 用 一 次 莱 法 . 
用 公式 (6.9) 计 算 全 部 ,表面 看 要 做 N? 个 乘法 ,实际 上 所 有 
exp(i2xkj/N),j,k 二 0,1,…,N 一 1 中 ,只 有 N 个 不 同 的 值 w'， 
w ,… ,ww ,特别 当 N 二 2* 时 ,只 有 N/2 个 不 同 的 值 . 因此 ,我 
们 可 把 同 -- 个 w 对 应 的 x 相 加 后 再 乘 w" 这 就 能 大 量 减少 乘法 
次数 . 为 了 具体 推导 FFT 算法 , 先 给 出 定义 . 

设 正 整数 mx 除 以 N 后 得 商 g 及 余数 ~, 则 m= 二 gqN 十 r,r 称 为 


m 的 NN 同 余 数 ,以 m=r 表示 . 由 于 w= 一 exp(i2x/N) ,wr" 二 ei? 一 
1, 故 有 w” 二 (w*)?w’ 一 wi. | 
因此 计算 w” 时 可 用 w 的 N 同人 余数 r 代替 m, 从 而 推出 FFT 
算法 . 下 面 以 N=2 为 例 . 说 明 FFT 的 计算 方法 . 由 于 0 二 4 
委 六 一 1 一 2 一 1 一 7, 则 (6. 9) 的 和 是 
cj 一 = Dz G = 0,1,. ,7). (6. 10) 
将 上 ,i 用 二 进 制 表示 为 
k= kz2? 二 ki2! ko2° = (kkiko), 
j= ja2 ji2 + jo2 = (jsj1jo); 
其 中 &,,j,Cr 二 0,1,2) 只 能 取 0 或 1, 例 如 6=2? 十 2! 十 0 .2 二 
(110). 根据 &,7 表示 法 ,有 
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cj = cjajijo) ,zs = Tk2kiko). 
公式 (6. 10) 可 表示 为 
cj2fj170) 


1 1 1 
on2 ol) .0 
= DD DRskiko) wh da tie To2 


&o 一 0&I 一 Dk2 一 0 

1 1 1 
2 | 2 | Dx Cks ki ko ) wio ahio) J hen } 
k=0 b=0 k=0 


。 zejz (to00 


| 


若 引 入 记号 
Ao (ks kiko) 一 TCR2k ko) 9 


1 
Ai(kikojo) = D> Ao Ckzkiko) wio th ho) ， 


ks 一 0 


1 
A, (koj170o) 一 了 > ,Ai Ckiko jo) wi kto0) ， 


k=0 
1 
A;(jsi1j0) = DAs kojijo) wi bo). 


ko~=0 
则 (6. 11) 变 成 
cj27170) 一 As (jz27170). 


‘6. 11) 


(6. 12) 


它 说 明 利用 NN 同 余数 可 把 计算 cj 分 为 p 步 , 用 公式 C6. 12) 
计算 ,每 计算 一 个 A, 只 用 2 次 复数 乘法 ,计算 一 个 c; 用 2p 次 复 
数 乘法 ,计算 全 部 c; 共用 2pN 次 复数 乘法 . 若 注意 wo? “= 


wioN/2 一 (一 1)7 ,公式 (6.12) 还 可 进一步 简化 为 


1 
Ai(kikojo ) = >») Ao Cho ki ko ) vio tzk to) 


k, =0 
— Ao COk1 ko ) vein 0 ) 
十 Ao (lkiko ) zero Taro Ok1 Ko) 


== [Ao COkiko) + CC— 1)1 Ao Clk ko) Jrwio cm) , 
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Ai(kiko0)= Ao (Okiko) + Ao (lkiko), 
AiCkikol)= [Ao (Ok ko) — Ao Clkiko) J to), 
将 这 表达 式 中 二 进 制 表示 还 原 为 十 进 制 表示 : & 二 (0k1h) 二 ki2 
十 ko2°, 即 二 0,1,2,3, 得 
A1(2k) = Ao (Rk) 十 Ao(CR 十 22)， 
ee = [Ao (Rk) — Ao lk 2°) J (6. 13) 
(k= 0,1,2,3). 
同样 (6. 12) 中 的 A 也 可 简化 为 
As (koj1jo) 一 [AICOkojo) 十 (一 1)5 A Chkojo) wi ， 
即 
A: (ko0jo) = AICOkojo) 十 ACE7jo)， 
:Coljo) 一 [AICObojo) — Aillko jo) jw rr, 
把 二 进 制 表示 还 原 为 十 进 制 表示 ,得 
As(k22 7) = Ai(2k 十 门 十 Ai(2k 十 j 十 2:)， 
{a 十 7 十 2) = 二 [Ai(2k 十 站 一 Ai(2k 十 j 十 22) jwz* 
(k=0,1;; = 0,1). (6. 14) 
同 理 (6. 12) 中 A; 可 简化 为 
As Cj2j1jo) = A (0F170) + (~— 1)7A,(1j1jo), 
即 
As(0j1jo) = As (0j1j6) + As (1j1j0), 
As(1j1jo) = A (0j1jo) — A (171j0). 
表示 为 十 进 制 ,有 
As() = A (j) + A:Ci+2), 
{i = A:(j) — As(j 22) 
(jf = 0,1,2,3). (6. 15) 
根据 公式 (6.13),(6. 14),(6.15) ,由 Ao(k) 二 x(k) 二 x (ER 一 
0,1,…,7) 逐 次 计算 到 A: (7 一 c GO 一 0,1，…7), 见 表 3-2. 
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上 面 推导 的 六 三 2 的 计算 公式 可 类 似 地 推广 到 N=2* 的 情 
形 . 根据 公式 (6. 13) ,(6. 14),(6. 15) ,一 般 情 况 的 FFT 计算 公式 
如 下 : 

A,(R2 十 ] 门 一 AI(CR2r 二 站 十 A 1(k27! 十 j 十 27!)， 

[ee 十 j 十 2"1) 
= [Ay CR2 和 十 力 一 ACE2e 十 7 十 2e1)]zoe ， 
(6. 16) 

其 中 g==1,…,p;k 二 0,1,… ,2 一 1;j7 二 0,1,…,211 一 1，A, 括 
号 内 的 数 代表 它 的 位 置 ,在 计算 机 中 代表 存放 数 的 地 址 . 一 组 4， 
占用 NN 个 复数 单元 ,计算 时 需 给 出 两 组 单元 ,从 A (mm) (mm 一 0， 
1，… 六 一 1) 出 发 ,go 由 1 到 户 算 到 4,()=cG 一 0,1,…,，N 一 1)， 
即 为 所 求 . 计算 过 程 中 只 要 按 地 址 号 存放 A,, 则 最 后 得 到 的 
A,(7) 就 是 所 求 离散 频谱 的 次 序 . (注意 ,目前 一 些 计算 机 程序 计 
算 结果 地 址 是 逆序 排列 ,还 要 增加 倒 地 址 的 一 步 才 是 我 们 这 里 介 
绍 的 结果 ). 这 个 计算 公式 除了 具有 不 倒 地 址 的 优点 外 ,计算 只 有 
两 重 循环 ,外 入 环 g 由 1 计算 到 如 ,内 循环 上 由 0 计算 到 2" 一 1,7 
由 0 计算 到 2” :一 1, 更 重要 的 是 整个 计算 过 程 省 计算 量 . 由 公式 
看 到 算 一 个 4, 共 做 2 "2%: = 二 N/2 次 复数 乘法 ,而 最 后 一 步 计 算 
A, 时 ,由 于 we 一 (wr2)* 一 (一 1)* 一 (一 1)* 二 1( 注 意 g=p 时 
2 一 1 一 0, 故 二 0), 因 此 ,总 共 要 算 (p 一 1) N/2 次 复数 乘法 , 它 
比 直接 用 (6.9) 需 N? 次 乘法 快 得 多 ,计算 量 比值 是 N:(p 一 1)/2. 
当 N 一 22 时 比值 是 1024 : 4. 5<*230 : 1, 它 比 一 般 FFT 的 计算 量 
CN 次 乘法 ) 也 快 一 倍 . 我 们 称 (6. 16) 的 计算 公式 为 改进 的 FFT 
算法 ,下 面 给 出 这 一 算法 的 程序 步骤 ， 

步骤 1 给 出 数组 A1(N),As(N) 及 w(N/2); 

步骤 2 将 已 知 的 记录 复数 数组 {xz} 输入 到 单元 A1 (&) 中 (KR 
从 0 到 NN 一 1); 
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表 3-2 
单元 码 号 oo 
zi = Ao(k)| AoCO) Ao(3) 
A AO)+ [Ac CD —|Aoc2)+ [CAo 2 —| Aoc3)+ j[Ao(3) 一 
”| AoC la) Aoce) |4o(6)]u2| ho(7) |]AoG7)]up 
a |Ao+ [AD 一 |A 2) 十 | Ai C3)+ ICA 2) 一 |[AiC3) 一 
2 Ai(C4) A A1C5)Jwp Al(7) |A1 (6) Jw lA 7) 
c=As OKO HFA DHS N24 6) | B+ CO 一 (加 (GD 一 (5)| (2) 一 (6)| (3) 


步骤 3 计算 w" =exp (i Tm ) (或 w" =exp (i 等 m) ) 存 
放 在 单元 ww Cm 中 Cm 从 0 到 CN/2) 一 1); 
步骤 4 4 循环 从 1 到 pp, 若 g 为 奇数 做 步 又 5, 否 则 做 步骤 6; 
步骤 5 循环 从 0 到 2 一 1,j 循环 从 0 到 2"! 一 1, 计 算 
As Ch2s 4)) = ACE2 一 门 十 ACE2c 十 十 21)， 
4:(R29 十 1 十 291) 一 [LA(CR29 1 十 站 
一 ACE29 二 77 十 271) jw(k2"!); 
转 步 又 7. 
步骤 5 & 循 环 从 0 到 2 和 "一 1,7 循环 从 0 到 2 和 ,计算 
ACE2 十 四 二 As (R27 十 站 十 As(k2"! 十 j 十 27!1)， 
Ai(k2? 十 j 十 2 ) 二 LAs (R27 1 十 站 
— As(k2"! + ij 271) jrw(k2"!). 
&,7 入 环 结束 ,做 下 一 步 ; 
步 缀 7 若 g 一 户 转 步 又 8 ,否则 q 十 1 一 g 转 步骤 4. 
步骤 8 9 循环 结束 , 若 p= 偶数 ,将 A, 0 一 4 人 (7), 则 c= 
As(j) (j=0,1,… ,NN 一 1) 即 为 所 求 . 
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3.7 有 理 逼 近 


3.7.1 有 理 盘 近 与 连 分 式 


前 面 讨论 了 用 多 项 式 逼 近 婧 数 fF(z)E CLa,65], 多 项 式 是 一 种 
计算 简便 的 函数 类 ,但 当 函 数 在 某 点 附近 无 界 时 用 多 项 式 有 逼近 效 
果 很 差 ,而 用 有 理 函 数 逼 近 则 可 得 到 较 好 的 效果 . 所 谓 有 理 函 数 
逼近 是 指 用 形 如 


R(X) = - = = (7. 1) 


的 函数 台 近 f(x), 与 前 面 讨论 一 样 ,如 果 上 f(x) 一 R(x) 上。 最 
小 就 可 得 到 最 佳 有 理 一 致 逼近 ,如 果 1.Fz) 一 Re (z) ;最 小 则 
可 得 到 最 佳 有 理 平 方 逼 近 函 数 . 这 里 不 做 具体 介绍 ,可 参看 文献 
[5]. 本 节 主 要 讨论 利用 函数 的 泰 勤 展 开 获 得 有 理 通 近 函数 的 方 
法 . 先 看 例题 ,对 函数 In(1 十 z) 用 秦 勒 展开 得 


3 
ln(1 十 z) = 2 (一 1 全 天 TEL—1,1]. (7.2) 
=1 - 
取 部 分 和 


n 3 
SCz) = DDT TIn(l+z). 


另 方面 若 对 (7.2) 式 用 轧 转 相 除 可 得 到 ln(1 十 xz) 的 一 种 连 分 
式 展开 


lIn(1 二 x)= 
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rT lr lx 2 .7 2 。zZ 
一 。 7.3 
1 十 2 十 3 4 十 5 十 … 4 ) 


(7.3) 右 端 为 In(1 十 zx) 的 无 穷 连 分 式 的 前 5 项 ,最 后 式 子 是 它 的 
紧凑 形式 , 若 取 (7.3) 的 前 2,4,6,8 项 , 则 可 分 别 得 到 In(1 十 zx) 的 
以 下 有 理 副 近 
— _27 __6z 十 3z 
Ri (x) 一 2+4x’ Rs (x) 一 6 二 67 十 妇 )， 


60z 十 60z: 十 1Lz? 
Ratz) = 0 i907 Gr 3x’ 


R(x) = 420z 十 630zx? 十 260z? 十 25z4 
人 420 十 840z 十 540z2 十 120z3 十 6z 人 7 


若 用 同 洋 多 项 的 泰勒 展开 部 分 和 Sz(z)? 逼 近 ln(1 十 z) ,并 计 


《7. 4) 


表 3-3 
一 -一 一 一 
n Sa (1)》 les=|1ln2— Sz, (1)| er= |ln2— R, (1)| 


1 0. 50 0. 667 0.026 

2 0. 58 0. 69231 0. 00084 

3 0, 617 0, 693122 0. 000025 

4 0. 634 0. 69314642 0. 00000076 


ln2 的 准确 值 为 0.69314718…, 由 此 看 出 Ra (1) 的 精度 比 Ss (1) 
高 出 近 10 万 倍 , 而 它们 的 计算 量 是 相当 的 ,这 说 明 用 有 理 和 逼近 比 
多 项 式 允 近 好 得 多 .在 计算 机 上 计算 有 理 函 数 (7. 1) 的 值 通常 可 
转化 为 连 分 式 , 这 样 可 以 节省 乘除 法 的 计算 次 数 . 

例 9 给 出 有 理 困 数 


Ra = 2 二 十 45z 十 381z 十 1353z 十 1511 
Xz’ 十 21zx? 十 157z 十 409 


用 轧 转 相 除 法 将 它 化 为 连 分 式 并 写成 紧 竣 形 式 . 
解 ”用 银 转 相 除 可 逐步 得 到 
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4z2 十 64z 十 284 
2 一 21z2 十 157 并 十 409 
4 
6(Cz 十 9) 
XxX: 十 16zx 十 71 


4 


Rs (XxX) = 2z 十 3 十 


一 27 十 3 十 


十 9 十 


一 2z 十 3 十 


6 


xz 二 5 十 一 一 一 一 一 
7z 十 “十 二 9 


4 

5 

本 例 中 用 连 分 式 计 算 Rs (zx) 的 值 只 需 3 次 除法 ,1 次 乘法 和 
7 次 加 法 . 车 直接 用 多 项 式 计 算 的 秦 九 韶 算 法 则 需 6 次 乘法 和 1 
次 除法 及 7 次 加 法 ,可 见 将 R,, (xz) 化 成 连 分 式 可 节省 计算 乘除 法 
次 数 , 对 一 般 的 有 理 函 数 (7. 1) 可 转化 为 一 个 连 分 式 

R,, (x) = Pi(z) 十 元 一 病 Eh 

它 的 乘除 法 运算 只 需 max(m,n) 次 ,而 直接 用 有 理 函 数 (7.1) 计 算 
乘除 法 次 数 为 x 十 m 次 . 


3.7.2 帕 德 逼近 


一 2z 十 3 十 


利用 函数 f(x) 的 泰勒 展开 可 以 得 到 它 的 有 理 晕 近 , 设 f(x) 
在 x 二 0 的 泰勒 展开 为 


N 
， 1 N+1) 
/2 = > 二 /Or + 全. (7.5) 
它 的 部 分 和 记 作 
N N 
Pl) = PD EfO OO) = Dort, (7.6) 
A=0 KR. £0 


定义 11 设 f€ECN1( 一 a,a), N==n 十 m, 如 果 有 理 函 数 
R_(z) = Qo 十 qr 二 "二 ax” _ P(x) 


i 二 bre 二 br” Q(z)’ 


(7.7) 
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其 中 P,(z),Q。(z) 无 公 因 式 , 且 满足 条 件 
R% (0) = f°? 00) (k=0,1,..,N), (7.8) 
则 称 Row (zx 为 函数 Fz) 在 = 一 0 处 的 (am) 阶 帕 德 (Padte) 逼 近 ， 
记 作 RC(n,m) ,简称 Ra) 的 由 德 逼近 . 
根据 定义 ,大 令 
h(x) 一 PCOz)QoCz) 一 PCz)， 
则 满足 条 件 (7. 8) 等 价 于 
h*(0) 一 0， k=0,1,.…,N. 
即 


PK0) = (PCOz)QnCz) — P(X))® 


z=0 


由 于 PC(0) 二 klas ,应 用 莱 布 尼 兹 求 导 公 式 得 


(P(r)Qn x) — P(x))® = k! Dy,cbr;— klat =0 


7 一 0 


X= 


k=0,1,.…,N, 
这 里 5 一 太 7” (0) 是 由 (7. 6) 得 到 的 ,上 式 两 端 除 1 ,并 由 各 一 1， 
,一 0( 当 j>>m 时 ) ,可 得 


| “ 
CA 一 Dede 二 ck (k 一 0,1,.. ,7) (7, 9) 
j=0 
及 
kl 
— Debrj;= ot (一 7 十 1 十 加 )， (7.10) 
j=0 
注意 当 j 沁 rr 时 5; 二 0, 故 (7. 10) 可 写成 
— Cremtibn— ""* — Ca-ibz 一 cl = Cr 
— CC, m2 Db se 已 b, 一 
Cn—mt2 CnO2 Cati01 Cnt2 9 (7. 11) 
— Cb 一 …… 一 coh 202 一 Coholp 一 Crtm. 


其 中 j<0 时 上 =0, 若 记 
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一 “一 ol " Cal Cn 
， Crmt2 °° Cn Cntl 
H= . |, (7.12) 
© Crm-2? Cntm-l 


b= Cbnsbnis bi)T, C= (csc scm)!, 
则 方程 组 (7. 11) 的 矩阵 形式 为 
Hb = <. 

综 上 所 述 得 下 面 的 定理 . 

定理 10 设 f(x)ECNTI( 一 4a,a) ,N=n 十 m,; 则 形 如 (7.7) 的 
有 理 函 数 Re (z) 是 f(z) 的 (n,m) 阶 帕 德 逼近 的 充分 必要 条 件 是 
多 项 式 P, (x 及 Q。(z) 的 系数 ao ,al，… ,a 及,…,b 满足 方程 
组 (7. 9) 及 (7. 11). 

根据 定理 10 求 fGCz) 的 帕 德 逼近 时 ,首先 要 由 (7.11) 解 出 
Q(X) 的 系数 总 ，…，6n， 再 由 (7.9) 直 接 算出 P.(Cz) 的 系数 ao， 
aa Frz) 的 各 阶 帕 德 逼近 可 列 成 一 张 表 , 称 为 帕 德 表 ( 见 表 
3-4). 


表 3-4 帕 德 表 


1 2 3 4 
(0,1) (0,2) (0,3) (0,4) 
(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 


例 10 区 f(z)=In(1 十 x) 的 帕 德 逼近 RC2,2) 及 R(3,3). 
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解 由 ln(C1 十 z) 的 泰勒 展开 


1 2 | 1 ; 4 。 
ln(C1 十 z) 一 工 gt 十 本 二 十 
1 1 1 we 
得 c= 二 0,ci 二 1,cs 一 F903 当 n= 二 m= 二 2 时 ， 
由 (7. 11) 得 
1 
一 操 十 5 名 二 序 ， 
1 1 1 
Fh 3 4° 
1 
求 得 名 二 1,6b, 一 右 ,再 由 (7. 9) 得 
ao 一 0，al == 1， a 二 方 ， 
于 是 得 
,2 
To7 6z + 3x? 
Rs (ZX) 一 1 一 6 十 6 
1 十 工 十 于 工 式 十 工 
当 ”一 mm 一 3 时 ,由 (7. 11) 得 
1 1 
忆 十 志 包 一 于 和 一 一 闻 ， 
1 1 1 
3 Os ao: 十 大和 一 多 
1 1 1 1 
一 可 名 十 下 和 一 三 名 一 一 好 
人 3 3 1 
解 得 DF, b= 0: 
罗 11 
代入 (7.， 9) 得 uo 0， Ql 1， C2 1， C3 60- 


于 是 得 
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2 11 .， 
TX 十 TX 十 二 ， ss 
R;s (x) = 60 60r 二 60z 十 11z 


1 3 二 3 60 十 90z 十 36 妇 十 3z5 
可 以 看 到 这 里 得 到 的 Rs (Xx) 及 R;; (x) 与 In(1 十 zx) 的 前 面 连 分 式 
展开 得 到 的 有 湿 到 近 (7. 4) 结 果 一 样 . 

为 了 求 帕 德 逼近 R(x) 的 误差 估计 ,由 (7.9) 及 (7.11) 求 得 
的 P,(x) ,Qa(ZX) 系 数 aoya，…a 及 6，…,p ,直接 代 人 则 得 


fTIQs zx) 一 PCz) = rt > Ybicmmis x’ 
i=0 k=0 
将 Q, (xz) 除 上 式 两 端 , 即 得 


fr) — R(x) = — SO  , (7. 13) 


其 中 一 DV pieremris. 
当 izl1<1 时 可 得 误差 近似 表达 式 


jz) — Rox) rr, r= Pbcnmin. 
£=0 


评注 


函数 逼近 是 数学 中 的 经 典 课题 , 它 与 数学 中 其 他 分 支 有 着 密 
切 的 联系 ,也 是 计算 数学 的 基础 ,本 章 仅 讨 论 最 佳 一 致 驶 近 和 最 佳 
平方 通 近 的 基本 概念 及 正 交 多 项 式 , 更 详细 内 容 可 参看 L5jL6] 等 
专门 著作 . 

正 交 多 项 式 在 函数 逼近 中 有 重要 作用 , 它 在 高 斯 (Gauss) 求 
积 中 也 有 重要 应 用 , 特别 地 ,对 勒 让 德 多 项 式 及 切 比 雪夫 多 项 式 
本 章 做 了 较 详细 的 讨论 ,因为 这 是 两 个 十 分 重要 又 经 常 使 用 的 正 


交 多 项 式 , 应 引起 读者 关注 . 

曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 在 应 用 科学 中 具有 重要 作用 , 它 是 离 
散 点 的 最 住 平方 逼近 . 本 章 引 和 人 哈 尔 条 件 ,由 此 可 证 明 解 的 存在 
唯一 性 ,而 采用 离散 点 正 交 多 项 式 可 避免 解法 方程 时 出 现 的 病态 
问题 ,为 用 多 项 式 作 最 小 二 乘 模型 提供 了 可 行 的 算法 . 

傅 里 时 变换 也 是 最 佳 平方 通 近 得 到 的 ,快速 傅 里 叶 变 换 
(FFT) 是 节省 计算 次 数 的 一 个 范例 ,本 章 介 绍 的 FFT 算法 是 
Cooley-Tukey 算法 的 改进 "5 ,其 基本 思想 与 经 典 的 FFT 算法 是 
一 致 的 ,更 洋 细 讨 论 可 参见 文献 [11]. 

有 理 壶 近 是 函数 逼近 的 重要 组 成 部 分 ,本章 只 简单 介绍 有 广 
泛 应 用 的 巾 德 逼近 ,其 他 内 容 可 参见 文献 [5]. 


习 题 


1. f(x)=sin 地 ,给 出 [0,11 上 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 Bi(f,zx) 及 Bs(f， 


广 )， 
2. 当 f(x)==t 时 ,求证 B,(f,x)=x. 
3. 证 明 涌 数 1,z，……,z 线性 无 关 . 
4. 计算 下 列 函 数 f(x) 关于 CL[0,1 的 了 ,1 与 上 2: 
(1) COz = (x—1)’, 


(2) f(r, = 


| 

2 

(3) f(x; 二 x”(1 一 x)",m 与 7 为 正 整数 ， 
(4) COz) 一 (Z 十 1)i0e ’, 

5. 证 明 f 一 gi 之 fi 一 gj. 

6. 对 f(D) ,g(xX)ECLa,5bj, 定 义 


(1) (f,g) = | f(x)g (rz)dz, 


b 
(2) (f,g}= | f (x)g (rdr+t+ fla) g(a)., 
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问 它们 是 否 构 成 内 积 . 
7. 令 T(z)=T,(27 一 1),xE€[0,1], 试 证 {T; (zx)) 是 在 L0,1j 上 带 权 
1 
ZX—x? 
8. 对 权 函 煞 pC(z) 二 1 十 x ,区 间 [ 一 1,1, 试 求 首 项 系数 为 1 的 正 交 多 项 
式 (rx) ,n=0,: ,2,3. 
9. 试 证 明 由 (2. 14) 给 出 的 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 族 {u(x)} 是 [一 1,1] 
上 带 权 p(x)= v1 一 x 的 正 交 多 项 式 . 
10, 证 明 切 比 雪 夫 多 项 式 T, (zx) 满足 微分 方程 
‘1rdT x) — rT (x) + rT,(r) = 0. 
11. 假设 f(z) 在 [a,b6j 上 连续 , 求 f(x) 的 零 次 最 佳 一 臻 台 近 和 多项式. 
12. 选取 常数 a, 使 max |x 一 az| 达 到 极 小 ,又 问 这 个 解 是 否 唯一 ? 
13. 求 f(x) 二 sinz 在 L0,x/2] 上 的 最 佳 一 次 通 近 多 项 式 , 并 估计 误差 . 
14. 求 f(x)==e’ 在 L0,1] 上 的 最 佳 一 次 逼近 多 项 式 . 
15. 求 AFz) 一 必 十 3 如 一 1 在 区 间 [C,1] 上 的 三 次 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 . 
16. f(x) 二 |x|, 在 [一 1,1j 上 求 关于 @ 一 spantl,z ,zz 的 最 佳 平方 通 
近 多 项 式 ， 
17. 求 函数 f(x) 在 指定 区 间 上 对 于 @ 二 span{1,x} 的 最 佳 平方 通 近 多 
项 式 ， 


(1) f(z2) = 二 ,[1,3]; (2) f(x)=e’,L0,1]; 


~ 
的 正 交 多 项 式 , 并 求 Ts (x),T? (zx),T2 (zx), Ts (x). 


p(x)= 


(3) f(x)= cosrzr,[L0,1)]; (4) f(x)=lnz,L1,2]. 
18. f(x)= sin 子 x, 在 [一 1,1] 上 按 勒 让 德 多 项 式 展开 求 三 次 最 佳 平方 
19. 观测 物体 的 直线 运动 ,得 出 以 下 数据 : 


时 间 t(s) 0 0. 9 1.9 3.0 3.9 5.0 
距离 s(m) 0 10 30 50 80 110 


求 运动 方程 . 
20. 已 知 实验 数据 如 下 : 


用 最 小 二 乘法 求 形 如 > 一 a 十 bz? 的 经 验 公式 ,并 计算 均 方 误差 . 
21. 在 潜 化 学 反应 中 ,由 实验 得 分 解 物 浓 度 与 时 间 关 系 如 下 : 


时 间 上 + 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 


55 
浓度 y(X107)| 0 1.272.162.863.443.874.154.374.514.584.624.64 


用 最 小 二 乘法 求 y= f(2). 
22. 给 出 一 张 记录 {fi} 二 (4,3,2,1,0,1,2,3), 用 FFT 算法 求 ( 户 ) 的 离 
散 谱 {ca} 


322 十 6 
23， 用 亡 转 相 除法 将 Ra (z) 一 - 去 67 化 为 连 分 式 , 


24, 求 (x) 二 sinz 在 zx 一 0 处 的 (3,3) 阶 帕 德 逼近 Rss (z)， 
25. 求 f(z)=e 在 zx=0 处 的 (2,1) 阶 帕 德 通 近 Ra Cz)， 


第 4 章 数值 积分 与 数值 微分 
4.1 引 言 


4. 1.1 数值 求 积 的 基本 思想 


实际 问题 当中 常常 需要 计算 积分 有 些 数值 方法 ,如 微分 方 
程 和 积分 方程 的 求解 ,也 都 和 积分 计算 相 联 系 . 

依据 人 们 所 熟知 的 微 积分 基本 定理 ,对 于 积分 

了 一 | repar， 
只 要 找到 被 积 函 数 A(z) 的 原 函 数 FCz), 便 有 下 列 牛 顿 - 莱 布 尼 获 
(Newton-Leitniz) 公 式 : 
| fCnar 一 F(D) — F(a). 

但 实际 使 用 这 种 求 积 方 法 往往 有 困难 ,因为 大 量 的 被 积 函 数 ,诸如 
sinx 


Sinz 等 等 , 找 不 到 用 初等 函数 表示 的 原 函 数 ;另外 , 当 


f(x) 是 由 测量 或 数值 计算 给 出 的 一 张 数 据 表 时 ,牛顿 - 莱 布 尼 兹 
公式 也 不 能 直接 运用 . 因此 有 必要 研究 积分 的 数值 计算 问题 . 
积分 中 值 定理 告诉 我 们 ,在 积分 区 间 [a,5j] 内 存在 一 点 后 


成 立 


| fwdz ~ (ba fd, 
就 是 说 , 底 为 b 一 a 而 高 为 了 (的 矩形 面积 恰 等 于 所 求 曲 边 梯 形 
的 面积 (图 4-1). 问题 在 于 点 的 具体 位 置 一 般 是 不 知道 的 , 因 
而 难以 准确 算出 f( 引 的 值 . 我 们 将 fC 引 称 为 区 间 La,5] 上 的 平均 
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高 度 , 这 样 ,只 要 对 平均 高 度 f( 引 提供 一 种 算法 ,相应 地 便 获 得 
一 种 数值 求 积 方法 . 


?8 y=f(x) 一 
-和 一- 2 
Wi | Pa 
WK A | 
a 


| 
| 
1 
| 
| 
5 o 一 熏 一 | -六 


》 


Oo b pa 
图 4-1 图 4-2 
如 果 我 们 用 两 端点 “高 度 “f(a) 与 f(5) 的 算术 平均 作为 平均 
高 度 F6) 的 近似 值 ,这 样 导 出 的 求 积 公式 
工 一 234[f(a) 十 f(6)] (1.1) 


便 是 我 们 所 熟悉 的 梯形 公式 (几何 意义 参看 图 4-2)， 而 如 果 改 用 
区 间 中 点 “一 和 的“ 高度"F(c) 近 似 地 取代 平均 高 度 F(5) , 则 又 
可 导出 所 谓 中 矩形 公式 (今后 简称 矩形 公式 ) 

R= (G of (Fe). (1.2) 


更 一 般 地 ,我 们 可 以 在 区 间 La,6j 上 适当 选取 某 些 节 点 Zz, 然 
后 用 f(zi) 加 权 平 均 得 到 平均 高 度 (外 的 近似 值 ,这 样 构 造 出 的 
求 积 公式 具有 下 列 形式 ; 


b n 
[fdr~ > Af ri), (1. 3) 
4 k=0 


式 中 zi 称 为 求 积 节点 ;A 称 为 求 积 系数 , 亦 称 伴随 节点 x 的 权 . 
权 A 仅仅 与 节点 zx 的 选取 有 关 , 而 不 依赖 于 被 积 函 数 f(z) 的 具 
体形 式 . 

这 类 数值 积分 方法 通常 称 为 机 械 求 积 ,其 特点 是 将 积分 求 值 
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问题 归结 为 函数 值 的 计算 ,这 就 避 开 了 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 需要 
寻求 原 函 数 的 困难 . 


4.1.2 代数 精度 的 概念 


数值 求 积 方法 是 近似 方法 ,为 要 保证 精度 ,我 们 自然 希望 求 积 
公式 能 对 “ 尽 可 能 多 ”的 函数 准确 地 成 立 , 这 就 提出 了 所 谓 代 数 精 
度 的 概念 . 

定义 1 如 果菜 个 求 积 公式 对 于 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 均 能 
准确 地 成 立 , 但 对 于 mx 十 1 次 多 项 式 就 不 准确 成 立 , 则 称 该 求 积 公 
式 具有 m 次 代数 精度 . 

不 难 验证 ,梯形 公式 (1.1) 和 和 矩形 公式 (1.2) 均 具有 一 次 代数 
精度 . 

一 般 地 , 欲 使 求 积 公式 (1. 3) 具 有 m 次 代数 精度 ,只 要 令 它 对 
于 Fz)=1,z pz” 都 能 准确 成 立 , 这 就 要 求 

> As 一 0 一 Q， 


了 Auzs 一 去 一 a’ ) ， 
〈1. 4) 


Aix? 一 pr C++1)。 


为 简洁 起 见 , 这 里 省 略 了 符号 》\ 中 的 上 下 标 ， 


如 果 我 们 事先 选 定 求 积 节 点 必 , 璧 如 ,以 区 间 [a, 杂 的 等 距 分 
点 作为 节点 ,这 时 取 m= 二 7 求解 方程 组 (1.4) 即 可 确定 求 积 系数 
Ai ,而 使 求 积 公式 (1. 3) 至 少 具有 nn 次 代数 精度 . 本 章 第 2 节 介绍 
这 样 一 类 求 积 公式 ,梯形 公式 是 其 中 的 一 个 特例 . 

为 了 构造 出 形 如 (1.3) 的 求 积 公式 ,原则 上 是 一 个 确定 参数 
zs 和 A 的 代数 问题 . 


4.1 引 


下 
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4.1.3 插值 型 的 求 积 公 式 


设 给 定 一 组 节点 
dro Tr rb 
且 已 知 函 数 A(z) 在 这 些 节 点 上 的 值 , 作 插值 沙 数 L(x)( 参 看 第 2 
章 (2. 9) 式 ). 由 于 代数 多 项 式 L, (xz) 的 原 函 数 是 容易 求 出 的 ,我 
们 取 


b 
I, = | L Czydz 


作为 积分 1 二 | f(z)dz 的 近似 值 , 这 样 构造 出 的 求 积 公式 


1 = DAf lz) (1.5) 
称 为 是 插值 型 的 , 式 中 求 积 系数 A; 通过 揪 值 基 函 数 4 (x) 积分 得 出 
A = [adz. (1.6) 


由 插值 余 项 定理 (第 2 章 的 定理 27 即 知 , 对 于 插值 型 的 求 积 
公式 (1. 5) ,其 余 项 


orrD 
R[fj] = 1 1,= | 人 fr)dz, (1.7) 


式 中 与 变量 x 有 关 ,w(7z) 二 (zx 一 Zz0) (zx 一 ZX1) (Tz,). 

如 果 求 积 公 式 (1. 5) 是 插值 型 的 , 按 式 (1.7) ,对 于 次 数 不 超 过 
n 的 多 项 式 f(x) ,其 余 项 RE 用 等 于 零 , 因 而 这 时 求 积 公式 至 少 具 
有 次 代数 精度 . 

反之 ,如 果 求 积 公 式 (1. 5) 至 少 具 有 次 代数 精度 , 则 它 必定 
”是 插值 型 的 . 事实 上 ,这 时 公式 (1. 5) 对 于 插值 基 函 数 i. (xz) 应 准 
确 成 立 , 即 有 


[awa = Da). 
注意 到 (zj) = 二 56%， 上 式 右 端 实际 上 即 等 于 Ai, 因 而 式 (1.6) 
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成 立 . 
综 上 所 述 ,我 们 的 结论 是 

定理 1 形 如 (1.5) 的 求 积 公式 至 少 有 次 代数 精度 的 充分 
必要 条 件 是 , 它 是 插值 型 的 . 


4. 1.4 求 积 公 式 的 收敛 性 与 稳定 性 
定义 在 求 积 公式 (1. 3) 中 ,车 
lim > Af Cn) = | fdz. 
其 中 一 max(z 一 x1) , 则 称 求 积 公式 (1. 3) 是 收 全 的 
在 求 积 公式 (1. 3) 中 ,由 于 计算 f(z,) 可 能 产生 误差 名 ,实际 
得 到 户 , 即 Fro) 一 六 十 3. 记 
1.(f) = DAf Cr) 1.(f) = VA. 
如 果 对 任 给 小 正 数 6 之 0, 只 要 误差 6.| 充 分 小 就 有 
D-DD | DA F<e, a. 


它 表 明 求 积 公式 (1. 3) 计 算是 稳定 的 ,由 此 给 出 : 
定义 3 对 任 给 se>0, 若 了 09>0, 只 要 | f(x) 一 fi| 志 6(k= 二 0， 
1,…,n) 就 有 ‘1. 8) 成 立 , 则 称 求 积 公式 (1. 3) 是 稳定 的 . 
定理 2 若 求 积 公式 (1. 3) 中 系数 A >0CR=0,1，…2)， 则 
此 求 积 公式 是 稳定 的 . 
€ 


证 了 明 对 任 给 e> 盖 0, 若 取 = 天 ,对 k=0,1,…,n 都 有 
1f(zxe) 一 所 | 人 6, 则 有 


[LCD -1 1=| YA) 一 元 )| 
k=0 


入 2 Al fr) — hl 


4.2 牛顿 - 柯 特 斯 公式 。123 。 


HA = 006 一 a) 一 e. 


由 定义 3 可 知 求 积 公式 (1. 3) 是 稳定 的 ， 证 毕 . 
定理 2 表明 只 要 求 积 系数 A,>0, 就 能 保证 计算 的 稳定 性 . 


4.2 牛顿 - 柯 特 斯 公式 


4.2.1 柯 特 斯 系数 


设 将 积分 区 间 [a,6] 划 分 为 等 分 , 步 长 4= 人 2 
节点 zx 二 a 十 刀 构造 出 的 插值 型 求 积 公式 
= bo ?ff Czi) (2. 1) 


友 二 


称 为 牛顿 - 柯 特 斯 (Newton- Cotes) 公式 , 式 中 Ci” 称 为 柯 特 斯 系 
数 . 按 (1.6) 式 ,引进 变换 z 一 a 十 态 , 则 有 


人 J 
| 5 LE 


;选取 等 距 


ir Tc 一 Pde (2.2) 
由 于 是 多 项 式 的 积分 ， 奇特 斯 系数 的 计算 不 会 遇 到 实质 性 的 
困难 . 当 "”=1 时 ， 
Co = CD 一 到， 
这 时 的 求 积 公式 就 是 我 们 所 熟悉 的 梯形 公式 (1. 1)， 
当 n=:2 时 , 按 (2.2) 式 ,这 时 柯 特 斯 系数 为 


cf =F| 4 DG 2)d 一 工 ， 
2 4 Jo 6 


4 


CI? =- 了 | :i—2)dt = ， 
1 2Jo 0 6 


， 124 。 第 4 章 数值 积分 与 数值 微分 、 


(2) 1 - 了 
CC = 了 | 1 ) dr 一 6 
相应 的 求 积 公式 是 下 列 辛普森 (Simpson) 公式 
bp—a a 二 +b 
S= 所 | Fo +41( 3 )+ 1], (2. 3) 


而 ”一 4 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 则 特别 称 为 柯 特 斯 公式 ,其 形式 是 


C= Lf C0) +32f C60) FT 12fC72) + 32f 675) + 7f(20)]. 


(2. 4) 


这 里 zx 二 a 十 妇 ,h 二 2 
下 表 列 出 柯 特 斯 系数 表 开 涉 的 一 部 分 . 
表 4-1 


a 
4 


n CT 
1 1 
1 广 
] 2 1 
?| 3 
1 3 3 1 
3 8 8 8 8 
1| 7 31 2 1 7 
90 45 15 45 9C 
s| 1 25 25 25 2 19 
288 56 144 144 96 288 
| 和 9 34 9 9 4 
840 25 280 105 289 35 840 
7 |_751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 _751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 
989 5888 一 928 10496 一 4540 10496 一 928 5888 989 


8 |38350 28350 238350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 


从 表 中 看 到 n 之 8 时 , 柯 特 斯 系数 Ci” 出 现 负 值 ,于 是 有 
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1Cm |> DCm =1 

k=0 k=0 
特别 地 ,假定 CY (f(zi) 一 了 0) 宇 0, 且 | f(zi) 一 了 |==6, 则 有 
| 


一 Pc" Lf) 一 访 ] 


-=D | CPP | f(r) — [一 ?> | CP | 人. 


它 表明 初始 数据 误差 将 会 引起 计算 结果 误差 增 大 ， 即 计算 不 稳定 ， 
故 x 之 8 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 是 不 用 的 . 


4.2.2 偶 阶 求 积 公式 的 代数 精度 


作为 插值 型 的 求 积 公式 , n 阶 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 至 少 具有 
次 的 代数 精度 (定理 1). 实际 的 代数 精度 能 否 进一步 提高 呢 ? 

先 看 辛普森 公式 (2.3), 它 是 二 阶 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 ,因此 至 
少 具 有 二 次 代数 精度 . 进一步 用 f(x)==x 进行 检验 , 按 辛 普 森 公 
式 计 算得 


se 
另 一 方面 ,直接 求 积 得 
I= | zaz 一 站 子 2. 


这 时 有 S= 了, 即 辛普森 公式 对 次 数 不 超 过 三 次 的 多 项 式 均 能 准确 
成 立 , 又 容易 验证 它 对 f(x) = 二 x 通常 是 不 准确 的 ,因此 ,辛普森 
公式 实际 上 具有 三 次 代数 精度 . 

一 般 地 ,我 们 可 以 证 明 下 述 论 浙 ，; 

定理 3 当 阶 ”为 偶数 时 ,牛顿 - 栖 特 斯 公式 (2.1) 至 少 有 ?十 
1 次 代数 精度 . 
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证 明 我们 只 要 验证 , 当 n 为 偶数 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 公式 对 
f(z)= 二 zx"+! 的 余 项 为 零 . 
按 余 项 公式 (1.7), 由 于 这 里 ADCz) 一 (2 十 1)1, 从 而 有 


RLfj] = TI)d. 
引进 变换 z 一 “十 太 , 并 注意 到 zj 一 a 十 jh， 有 
R[Lf] = "| I[ -ar 


若 ”为 偶数 , 则 -为 整数 ,再 令 :一 x 十 亏 ,进一步 有 


R[fj = nT (w+ 各 一 让 du 
据 此 可 以 断定 R[ 几 =0, 因 为 被 积 函 数 
Ea n/2 
H‘w = I (+3-i)= I (up) 
j=0 j=—n/2 
是 个 奇 函 数 . 证 毕 . 
4.2.3 几 种 低 阶 求 积 公式 的 余 项 
首先 考察 梯形 公式 , 按 余 项 公式 (1.7) ,梯形 公式 (1. 1) 的 余 项 
Ri:=1-T= [ Or Wr dz 


这 里 积分 的 核 酒 数 (x 一 a) (x 一 在 区 间 [a,5] 上 保 号 ( 非 正 ), 应 
用 积分 中 值 定理 ,在 La,5j] 内 存在 一 点 7, 使 


Rz LD rr bdr 
=— FD a), 7€ [a,b]. (2. 5) 
再 研究 辛普森 公式 (2. 3) 的 余 项 Rs 二 1 一 S， 为 此 构造 次 数 不 
超过 3 的 多 项 式 HH(x) ,使 满足 | 
HG) = fla), HO) = ADD， 
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H(c) = FGc)， H’(c) = f (0). (2. 6) 
这 里 c=“ 二 2， 由 于 辛普森 公式 具有 三 次 代数 精度 , 它 对 于 这 样 构 
造 出 的 三 次 式 互 (z) 是 准确 的 , 即 
| ez)dz 一 [HGo) +4HCc) 二 BCD]， 


而 利用 插值 条 件 (2.6) 知 ,上 式 右 端 实际 上 等 于 按 辛普森 公式 
(2. 3) 求 得 的 积分 值 S, 因 此 积分 余 项 


Rs=1-S= | Ef — HCz)]dz. 


对 于 满足 条 件 (2.6) 的 多 项 式 豆 (z), 其 插值 余 项 由 第 2 章 
(5. 11) 得 


Fo Hz = 姜 rar) 2 (£5), 
故 有 
(4) 
Rs = | rec Or Ox bdx. 


这 时 积分 的 核 函 数 (x 一 a) (x 一 c)? (zx 一 5) 在 La,5] 上 保 号 ( 非 正 )， 
再 用 积分 中 值 定理 有 


Rs = a (Xx—a)(r—e) (rz— bdzr 


__b—a b—ay’ (4) 
一 se ( 3 )f (DD). (2.7) 


关于 柯 特 斯 公式 (2.4) 的 积分 余 项 ,这 里 不 再 具体 推导 , 仅 列 
出 结果 如 下 : 


Re=I—C= 2 (4) fCD, (2.8) 


4.3 复 化 求 积 公式 


前 面 已 经 指出 高 阶 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 是 不 稳定 的 ,因此 ,不 可 
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能 通过 提高 阶 的 方法 来 提高 求 积 精度 . 为 了 提高 精度 通常 可 把 积 
分 区 间 分 成 若干 子 区 间 (通常 是 等 分 ), 再 在 每 个 子 区 间 上 用 低 阶 
求 积 公式 . 这 圳 方法 称 为 复 化 求 积 法 . 本 节 只 讨论 复 化 梯形 公式 
与 复 化 辛普森 公式 . 


4.3.1 复 化 梯形 公式 


将 区 间 [a, 杂 划分 为 n 等 分 ,分 点 x 二 及 ， 1 一 “一 2， & 一 0， 


1 ,7 在 每 个 子 区 间 [ zs ,Tat1 (RE 二 0，1，… ,n 一 1) 上 采用 梯形 公 
式 (1. 1), 则 得 


. nl 
1= | fenaz 一 >| ™ flrdz 
“ 站 
nl 
= Df + fom) + Rf). (3. 1) 
k=0 


他 一 
T, = TEE) 二 zu 
k=0 
nl 
到 [7o) +2D fz) + f06)] (3. 2) 
称 为 复 化 梯形 公式 ,其 余 项 可 由 (2.5) 得 
Ht 一 1 
RD=I-T,=- > m1] W € (xis zi). 
k=0 
由 于 f(z)EC’[a,b], 且 
um 1 所 v , 
OD Sm < ,max fn) 
所 以 337E (a,5) 使 
fFD= EDF). 
k=0) 
于 是 复 化 梯形 :公式 余 项 为 
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R,(f) =— f(D. (3. 3) 


可 以 春 出 误差 是 及 阶 , 且 由 (3.3) 立 即 得 到 , 当 f(x)€ 
CCa,b], 则 


limT, 一 | /rezdz， 
即 复 化 梯形 公式 是 收敛 的 . 事实 上 只 要 设 f(x)ECLa,5b], 则 可 得 
到 收敛 性 ,因为 只 要 把 T, 改写 为 


T, = #3 Sc + De)] 
当 n 一 品 时 ,上 式 右 端 括号 内 的 两 个 和 式 均 收 人 到 积分 
[fz)4z ,所 以 复 化 梯形 公式 (3.2) 收 化 .此 外 ,T, 的 求 积 系数 
为 正 ,由 定理 2 知 复 化 梯形 公式 是 稳定 的 . 

4.3.2 复 化 辛普森 求 积 公式 

将 区 间 [a, 妇 分 为 n 等 分 ,在 每 个 子 区 间 [z ,zsr1] 上 采用 六 


普 森 公式 (2. 3) , 若 记 zew 一 x 十 去 h， 则 得 


nl 1 
1= | fd = P|" fde 
a k=0™ Tk 
为 一 】 
= OF) + rs) +t flr) IHR. C3.4) 
£=0 
记 
n—l 
S, = ED Lf + 4f Crum) + fxm)] 
k=0 


= [f+ AD flor) +2 5 fr + fb)], C3.5) 
称 为 复 化 辛普森 求 积 公式 . 其 余 项 由 (2.7) 得 
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R,(f) =1-S,=— 85 (2 ) 5) fo 0n, mh €E (zesten), 
于 是 当 f(x)€EC[a,b] 时 ,与 复 化 梯形 公式 相似 有 
R,(f/)=I—5S,= Be ($4) Fo， 7 E (a,b). 


180 
(3.6) 
由 (3.6) 焉 出 ,误差 阶 为 后 ,收敛 性 是 显然 的 ,实际 上 ,只 要 
f(x)E Cra,5] 则 可 得 到 收敛 性 , 即 
limS, 一 | 7 8az. 
此 外 ,由 于 5, 中 求 积 系数 均 为 正 数 , 故 知 复 化 辛普森 公式 计 
算 稳 定 . 
例 1 对 于 函数 f(x) = So， 给 出 2 一 8 的 函数 表 ( 见 
表 4-2) ,试用 复 化 梯形 公式 (3. 2) 及 复 化 辛普森 公式 (3, 5) 计 算 积分 
了 一 | sinz gy, 


并 估计 误差 
解 将 积分 区 间 [0,1] 划 分 为 。 表 4.2 
8 等 分 ,应 用 复 化 梯形 法 求 得 


a fz) 
Ts == 0. 9456909; 5 一 一 
而 如 果 将 [0 ,1] 分 为 4 等 分 ,应 用 复 1/8 0.9973978 
化 辛普森 法 有 1/4 0. 9896158 
S1 == 0. 9460832. 3/8 0,9767267 
比较 上 面 两 个 结果 T 与 S,， 1/2 0. 9588510 
5/8 0. 9361556 


它们 都 需要 提供 9 个 点 上 的 函数 3/4 0. 9088516 
值 ,计算 量 基本 相同 ,然而 精度 却 差 7/8 0. 8771925 
别 很 大, 同 积 分 的 准确 值 I 1 0. 8414709 
0. 9460831 比较 , 复 化 梯形 法 的 结 


4.4 龙 拓 格 求 积 公 式 ”131， 


果 Ts 一 0. 3456909 只 有 两 位 有 效 数字 ,而 复 化 辛普森 法 的 结果 
Ss 一 0.9460832 却 有 六 位 有 效 数字 . 


为 了 利用 余 项 公式 估计 误差 ,要 求 /(z) = smz 的 高 阶 导数 ， 
由 于 


f(x) = Sinz 一 | .cosczz)d， 
z 0 


所 以 有 
Ck 1 d* 
f°* (rz) 一 ,dr Cost) dt 一 | t ‘cos (+4 十 一 7 jd 
于 是 
rk) 3 ! 下 1 
max | 7 人) <| cos( 二 十 各 | ds|: dt = 
由 ( (3. 3) 得 复 化 梯形 公式 误差 
2 
LRCPD 1=17 一 工 | 入 每 max | PCz) | 
“ 0 达 z< 妇 1 
17/1\ 1 
<is(B ) = 0.000434. 
对 复 化 辛普森 公式 误差 ,由 (3. 6) 得 
1 1 1 _6 
i RCf) 1=|I S |< sg80 (3 ) 5 一 0.271 X10™. 


4.4 龙 贝 格 求 积 公式 


4.4.1 梯形 法 的 递 推 化 


上 节 介 绍 的 复 化 求 积 方法 可 提高 求 积 精度 ,实际 计算 时 若 精 
度 不 够 可 将 步 长 逐次 分 半 . 设 将 区 间 [a,65j] 分 为 n 等 分 ,共有 nn 十 1 
个 分 点 ,在 果 将 求 积 区 间 再 二 分 一 次 , 则 分 点 增 至 2 十 1 个 ,我 们 
将 二 分 前 后 两 个 积分 值 联系 起 来 加 以 考察 . 注意 到 每 个 子 区 间 
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[ze sxe 1 经 过 二 分 只 增加 了 一 个 分 点 A++ 二 一 也 (xz 十 -re+rl ) ,用 复 
化 梯形 公式 求 得 该 子 区 间 上 的 积分 值 为 
Lf Ce) + 2f rmt) + fre)]. 


注意 ,这 里 A= 人 < 代表 二 分 前 的 步 长 将 每 个 子 区 间 上 的 积分 
值 相 加 得 


T,, 一 A FEf) 十 fxrri) 十 元 (zu ) 9 
从 而 利用 式 (3. 2) 可 导出 下 列 递 推 公式 


Te = T+ ET fr) (4. 1) 
例 2 计算 积分 值 
解 ” 我 们 先 对 整个 区 间 [0,1] 使 用 梯形 公式 . 对 于 函数 f(z) 
二 , 它 在 z=0 的 值 定义 为 /(0) 一 1, 而 /(1) 二 0. 8414709 ,所 
梯形 公式 计算 得 
T = [fC0) 十 f(1)] = 0.9207355. 
然后 将 区 间 二 等 分 ,再 求 出 中 点 的 函数 值 
J( 亏 )= 0. 9588510， 
从 而 利用 递 推 公式 (4. 1) ,有 
T, = 去 十 序 /( 二 )= 0. 9397933. 


我 们 进一步 二 分 求 积 区 间 ,并 计算 新 分 点 上 的 函数 值 
f(1/4) = 0. 9896158, f(3/4) = 0. 9088516. 
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再 利用 式 (4, 1), 有 


T, 十 1 [7 人 3 )+7( ) 上 = 0. 9445135. 


这 样 不 断 二 分 下 去 ,计算 结果 见 下 表 ( 表 中 代表 二 分 次 数 ， 
区 间 等 分 数 2 二 2*). 


T, 一 


表 4-3 


1 2 3 4 5 


0. 9397933 0.9445135 0.9456909 0.9459850 0.9460596 


6 7 8 9 10 


0. 9460769 0.9460815 0.9460827 0.9460830 0.9460831 
它 表 明 用 复 化 梯形 公式 计算 积分 要 达到 7 位 有 效 数字 的 精 
度 需 要 二 分 又 闻 10 次 , 即 要 有 分 点 1025 个 ,计算 量 很 大 . 
4.4.2 龙 贝 格 算法 . 
梯形 法 计算 简单 但 收敛 慢 ,如 何 提高 收敛 速度 以 节省 计算 量 


是 本 节 要 讨论 的 中 心 问 题 . 根据 复 化 梯形 公式 的 余 项 表达 式 
(3. 3) 可 知 


I—T,—- 2 二 /7 ， 7E Ca,b); 


，2 


aa 
1- T=" (2) FD, 1 和 (a,b). 


假定 六 (7s 庆 C7), 则 有 
I 一 Tree 1 
T 一 T 4° 
将 上 式 移 项 整理 ,可 得 


T T, 一 二 (To 一 T)， (4. 2) 
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由 此 可 见 , 只 有 二 分 前 后 的 两 个 积分 值 T, 与 To, 相 当 接 近 ， 
就 可 以 保证 计算 结果 T, 的 误差 很 小 . 这 样 直 接 用 计算 结果 来 估 
计 误 差 的 方法 通常 称 作 误差 的 事后 估计 法 . 
按 式 (4. 2) ,积分 近似 值 Ts 的 误差 大 致 等 于 于 (Tu 一 也), 因 
此 如 果 用 这 个 误差 值 作为 TT 的 一 种 补偿 ,可 以 期 望 ,所 得 到 的 
汞 二 T 十 (CT 一 工 ) = TT (4. 3) 


可 能 是 更 好 的 结果 . 

再 考察 例 2, 所 求 得 的 两 个 梯形 值 人 二 0.9445135 和 Ts 一 
0. 9456909 的 精度 都 很 差 ( 与 准确 值 [一 0. 9460831 比较 ,只 有 两 、 
三 位 有 效 数字 ), 但 如 果 将 它们 按 式 (4.3) 做 线性 组 合 , 则 新 的 近 
似 值 


== ST : T, = 0. 9460833 
却 有 6 位 有 效 数 字 ， 
按 公式 (4. 3) 组 合 得 到 的 近似 值 了 ,其 实质 究竟 是 什么 呢 ? 直 
接 验 证 易 知 


一 47,_ 1 
5. 一 本 To 一 可 也 (4.4) 


这 就 是 说 ,用 梯形 法 二 分 前 后 的 两 个 积分 值 T, 与 ， 按 式 (4, 3) 
做 线性 组 合 ,结果 得 到 辛普森 法 的 积分 值 S,. 

再 考察 装 普 森 法 , 按 误 差 公 式 (3. 6) ,其 截断 误差 大 致 与 成 
正比 ,因此 , 若 将 步 长 折 半 则 误差 将 减 至 原 有 误差 的 1/16, 即 有 


工 一 $2 ~ 
I—S, 16° 


由 此 得 到 


16 1 
To TSO 15": 
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不 难 直 接 验 证 ,上 式 右 端的 值 等 于 C,.，C, 为 复 化 柯 特 斯 公式 , 它 
的 精度 为 O( 产 ) ,就 是 说 ,用 辛普森 法 二 分 前 后 两 个 积分 值 S, 与 


S， ,可 得 到 5x 的 近似 误差 估计 为 让 (So 一 S,) ,并 且 按 上 式 做 线 
”性 组 合 可 得 复 化 柯 特 斯 的 积分 值 C,, 即 有 
16 1 
C, = TS 一 To (4. 5) 
重复 同样 的 手续 ,依据 柯 特 斯 法 的 误差 阶 为 后 ,可 进一步 导 


出 下 列 龙 贝 格 (Romberg) 公 式 : 


R, 一 多 C% 一 高 
我 们 在 变 步 长 的 过 程 中 运用 公式 (4.4),(4.5) 和 (4. 6) ,就 能 
将 粗糙 的 梯形 值 T, 逐步 加 工 成 精度 较 高 的 辛普森 值 S, , 柯 特 斯 
值 C, 和 龙 贝 格 值 R,. 
例 3 用 加 速 公 式 (4.4),(4.5) 和 (4.6) 加 工 例 2 得 到 的 梯形 
值 , 计 算 结 录 见 下 表 (& 代表 二 分 次 数 ) ， 


Cn， (4.6) 


表 4-4 
k Tt Seo- Rak- 
0 0. 9207355 
1 0. 9397933 0. 9461459 
2 0. 9445135 0. 9460869 0. 9460830 
3 0. 9456909 0. 9460833 0. 9460831 0. 9460831 


我 们 看 到 ,这 里 利用 二 分 3 次 的 数据 (它们 的 精度 都 很 差 , 只 有 
两 三 位 有 效 数字 ) ,通过 三 次 加 速 求 得 R, 二 0.9460831, 这 个 结果 的 
每 一 位 数 空 都 是 有 效 数 字 , 可 见 加 速 的 效果 是 十 分 显著 的 . 


4.4.3 理 查 森 外 推 加 速 法 
上 面 讨论 说 明 由 梯形 公式 出 发 ,将 区 间 [La,5j 逐 次 二 分 可 提高 
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求 积 公式 的 糖度 ,上 述 加速 过 程 还 可 继续 下 去 ,其 理论 依据 是 梯形 
公式 的 余 项 展开 , 设 


b 


I—T, = 一 2 hf CD), 7E [a,bl,h = eb—a 


n 


若 记 T, 二 T(h), 当 区 间 [a,5] 分 为 2n 等 分 时 , 则 有 Tw 一 T( 玫 )， 
并 且 有 


T(h) = 1+ 04 


12 
可 证 明 梯 形 公式 余 项 可 展 成 级 数 形式 , 即 

定理 4 设 f(zx)EC”[a,6j, 则 有 

TOh) = THFah’ Tah 二 二 ah’ + .…， (4.7) 

其 中 系数 a (1 二 1,2,…) 与 及 无关. 

此 定理 可 利用 f(x) 的 泰勒 展开 推导 得 到 ,此 处 从 上 略 . 

定理 4 表明 T(h)zT 是 OG ) 阶 ,在 (4.7) 中 ,车 用 h/2 代替 
有 ,有 


WFD, limT(h) = T(0) = 了， 


7 


若 用 4 乘 (4. 8) 式 , 减 去 (4.7) 式 再 除 3 记 之 为 Ti(4), 则 得 


A 
本 ‘72) T(h) 


二 了 十 Bh 十 Bhs 十 …， (4.9) 


这 里 有 ,B& ,… 以 及 后 面 将 出 现 的 一 ,2 均 为 与 h 无 关 的 系数 ,这 样 
构造 的 TT(4) 与 积分 值 I 近 似 的 阶 为 OC(h*)， 比 较 (4.9) 与 (4.4) 


可 知 ,这样 核 造 的 序列 TCh) ，T (所) ，… 就 是 辛普森 公式 序列 


S, ， Sn ， 
又 根据 (4. 9 有 
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TT ( 玉 )= I+ 及 入 十 记 扣 十 多胎 十 
车 令 


Ty(h) = 5 ($$)- 让 TCh)， 


则 又 可 进一步 从 余 项 展开 式 中 消去 h 项 ,而 有 

Ts(h) = T+ 二 yh + 
这 样 构 造 出 的 {T,(h)}) ,其 实 就 是 柯 特 斯 公式 序列 , 它 与 积分 值 了 
的 逼近 阶 为 DC(h')， 如 此 继续 下 去 ,每 加 速 一 次 ,误差 的 量 级 便 提 
高 2 阶 ,一 盘 地 , 若 记 To(h) 二 T(4), 则 有 


4 A\ __l 
TA = TF) Th (4.10) 
经 过 MK 一 工 ,2 ,"…) 次 加 速 后 , 余 项 便 取 下 列 形式 ， 
T,(h) 一 TO hn 十 872 十 ……. (4. 11) 


上 述 处 理 方法 通常 称 为 理 查 森 (Richardson) 外 推 加 速 方 法 . 

设 以 Ti2 表示 二 分 有 次 后 求 得 的 梯形 值 , 旦 以 TW 表示 序列 
{T8593} 的 m 次 加 速 值 , 则 依 递 推 公 式 (4. 10) 可 得 

gE 47 1 (1 os 

1 二 To (k=1,2,."). (4.12) 
公式 (4. 12) 也 称 为 龙 贝 格 求 积 算法 ,计算 过 程 如 下 : 

(1) 取 k 二 0, 有 二 5b 一 a, 求 To =$Ef (0) +7(0)]. 

令 1 一 k(k 记 区 间 [a, 如 的 二 分 次 数 ). 

(2) 求 梯形 值 T, (Fs 4)， 即 按 递 推 公式 (4. 1) 计 算 Te 


(3) 求 加 速 值 , 按 公式 (4. 12) 逐 个 求 出 工 表 ( 见 表 4-5) 的 第 上 
行 其 余 各 元 素 T 7 (1 一 1 2，…,). 
(4) 若 1T 和 一 Te21<es( 预 先 给 定 的 精度 ), 则 终止 计算 ,并 取 
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TW? 了 ;否则 令 有 十 1->k 转 (2) 继 续 计 算 . 


表 4-5 T 表 
| Te Ty TI Ti 
0 | b—a TY 
1 | 5 | Ya Th 
2 | 所: | 浆 提 二 他 
3 和 
4 和 | 和 提 人 提 和 坦 旭 


表 4-5 指出 了 计算 过 程 , 第 2 列 上 一 22 给 出 了 子 区 间 长 度 ， 


@ 表 示 第 i 步 外 推 . 


可 以 证 明 , 如 果 f(z) 充 分 光滑 ,那么 醋 表 每 一 列 的 元 素 及 对 


2 


角 线 元 素 均 收敛 到 所 求 的 积分 值 1, 即 
lim Tw 二 了 (m 固定 )， 


例题 . 


limT™ 一 了 工 
对 于 f(x) 不 充分 光滑 的 函数 也 可 用 龙 贝 格 算法 计算 ,只 是 收 
伍 慢 一 些 , 这 时 也 可 以 直接 使 用 复 化 辛普森 公式 计算 . 见 下 面 


例 4 用 龙 贝 格 算法 计算 积分 工 一 | ?dz 


解 f(x} 二 x 在 [0,1]J 上 仅 是 一 次 连续 可 微 ,用 龙 贝 格 算法 
计算 结果 见 表 4-6. 从 表 中 看 到 用 龙 贝 格 算 到 &= 5 的 精度 与 辛 普 


森 求 积 精度 相当 . 这 里 工 的 精确 值 为 0. 4. 
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表 4-6 
TS TY TE TE TE TY 

0. 500000 

0. 426777 0.402369 

0. 407018 0.400432 0.400302 

0.401812 0.400077 0. 400054 0.400050 

0.400463 0.400014 0.400009 0.400009 0.400009 

0.400118 0.400002 0.400002 0.400002 0.400002 0.400002 


Ol 


4.5 高 斯 求 积 公 式 
4.5.1 一 般 理 论 


形 如 (1. 3) 的 机 械 求 积 公式 
| rcodz< > Arf (ze) 

含有 27 十 2 个 待定 参数 Tk ,A (k=0,1,.…,n). 当 Xk 为 等 距 节 点 
时 得 到 的 插 管 求 积 公式 其 代数 精度 至 少 为 x 次 ,如 果 适 当选 取 心 
(二 0,1,…,n), 有 可 能 使 求 积 公式 具有 2n 十 1 次 代数 精度 ,这 类 
求 积 公 式 称 为 离 斯 (Gauss) 求 积 公 式 . 为 使 问题 更 具 一 般 性 ,我 们 
研究 带 权 积分 1 二 | f(z)p(z)dz ,这 里 pz) 为 权 函 数 ,类 似 
(1.3), 它 的 求 积 公式 为 

| rcaeczydz aD) Aif (ri), (5. 1) 
Ai( 一 0,1,…,n) 为 不 依赖 于 f(x) 的 求 积 系数 ,zz;(& 一 0,1,…， 
n) 为 求 积 节点 ,可 适当 选取 zi 及 Arlk 二 0,1,…,n) 使 (5.1) 具 有 
2n 十 1 次 代数 精度 . 
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定义 4 如 果 求 积 公 式 (5. 1) 具 有 2n 十 1 次 代数 精度 , 则 称 其 
节点 zi(R 一 0,1,…，, 2) 为 高 斯 点 ,相应 公式 (5, 1) 称 为 高 斯 求 内 
公 


根据 定义 要 使 (5.1) 具 有 2n 十 1 次 代数 精度 ,只 要 取 f(x)= 
xX”, 对 m=0,1,"…,2n 十 1 , (5. 1) 精 确 成 立 , 则 得 


a 2 
DD) Axe = | zecmdz m= 二 0,1],…,2n 二 1. (5.2) 


k=0 


当 给 定 权 函数 oC(x), 求 出 右 端 积分 , 则 可 由 (5. 2) 解 得 A 及 了 (KR 
一 0，] ，……，,7)， 
例 5 试 构 造 下 列 积分 的 高 斯 求 积 公式 ， 
| Vrf rdr sz Arzo) 十 AFCzi)， (5. 3) 
解 今 公 式 (5.3) 对 于 f(x)=:1,x,x: ,zs 准确 成 立 ,得 
2 


Au 十 Ai = 3 


Zou 十 XiAl 一 


ea 


(5.4) 
XiAo 十 XiAl 一 


ve 


ce es me 


XiA 十 了 Ai 一 


由 于 
Zoo 十 TiA = 二 Xo(Ao 二 Ai1) 十 (Xi 一 X00)Ai， 
利用 (5. 4) 的 第 1 式 ,可 将 第 2 式 化 为 
2 


2 
To 十 (zl 一 2zo)Ai = 三 : 


同样 地 ,利用 第 2 式 化 第 3 式 ,利用 第 3 式 化 第 4 式 ,分 别 得 


Ez 二 (Xi 一 Xe)XiAl 一 了 了 
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Fz 十 (zl 一 xzo)xziA = 5 
从 上 曾 三 个 式 子 消 去 (zi 一 xo)Al, 有 

2 2 2 2 

于 mm 十 ( 言 一 mo) 一 

2 2 2 2 

Ft+ ( 末 一 zj 一 可 
进一步 整理 得 

Ez 十 Za) 一 on 一 也 

2 2 2 

CS 二 X11) 一 一 SX 一 9 
由 此 解 出 

ZoZIl 一 部 ， 0 十 Zi 一 他 ， 
从 而 求 出 


xo = 0.821162, zi = 0.289949; 
‘A, = 0,389111， A, = 0.277556, 
于 是 形 如 (5. 3) 的 高 斯 公式 是 


1 
| Vzxf Cr) dr 0. 389111 f(0. 821162) 


十 0. 277556 了 /(0. 289949). 
从 此 人 向 看 到 求解 非 线性 方程 组 (5.2) 较 复杂 ,通常 n 宇 2 就 很 
难 求解 . 故 一 般 不 通过 解 方程 (5.2) 求 x 及 A, (k= 二 0,1,*…,n)， 
而 从 分 析 商 斯 点 的 特性 来 构造 高 斯 求 积 公式 ， 
定理 5 插值 型 求 积 公式 (5. 1) 的 节点 ae 委 z<z<…< rr< 扫 
b 是 高 斯 点 的 充分 必要 条 件 是 以 这 些 节点 为 零点 的 多 项 式 
Wi (TX) = (To TT Tro ZT,) 


与 任何 次 数 不 超过 n 的 多 项 式 已 (z) 带 权 p(x) 正 交 , 即 
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b 
| Pr)wn (ro(r) dr = 0. (5.5) 


证 阴 ”必要 性 . 设 PCz)E 万 ,, 则 P(x)wii(zx) 世 日 ,ri1， 因 
此 ,如 果 .TOP Tn 是 高 斯 点 , 则 求 积 公式 (5. 1) 对 于 f(x) 一 
P(xz)w,ii(z, 精 确 成 立 , 即 有 


， 7 
| Pir)wr(r)o(r) dr 一 DALP Cxi) wn (rx). 
< k=0 


因 wy1 (zi) = 一 0(& 二 0,1,…,n), 故 (5.5) 成 立 . 

再 证 充分 性 . 对 于 VY _F(zeE Hi ,用 wz) 除 f(x), 记 商 
为 P(X), 余 式 为 q(x), 即 f(z) 二 P(r)w,ri(x) 十 q(x), 其 中 
PCz)，aGCz)E 五. 由 (5.5) 可 得 


5 5 
| fr)plr) dz = | q(x)p(r) dr. (5.6) 


由 于 所 给 求 积 公式 (5. 1) 是 插值 型 的 , 它 对 于 g(x)€ HH, 是 精确 
的 , 即 


b mn 
| q(x)p(x) dz = Dy Aig ra). 


k=0 


青 注意 到 wi (TX) = 0(R=0,1,. ,7n), q(xi)= f(x) (k=0, 
1,…,n), 从 而 由 (5.6) 有 


b b a 
| fC dz 一 | daCz)oCz)dz 一 DAif lx). 
a a k=0 


可 见 求 积 公 式 (5.1) 对 一 切 次 数 不 超 过 2n 十 1 的 多 项 式 均 精确 成 
立 . 因此 ,zi(k=0,1,…,n) 为 高 斯 点 . 证 毕 . 

定理 表明 在 [a,6] 上 带 权 p(x) 的 n 十 1 次 正 交 多 项 式 的 零点 
就 是 求 积 公式 (5.1) 的 高 斯 点 ,有 了 求 积 节 点 zi(k 二 0,1,*…,n)， 
再 利用 (5.2) 对 m= 二 0,1,…,n 成 立 , 则 得 到 一 组 关于 求 积 系数 
A ,4 ，…A4, 的 线性 方程 , 解 此 方程 则 得 A (k= 二 0,1,…,n). 也 
可 直接 由 zo, x，…, zx, 的 插值 多 项 式 求 出 求 积 系数 A; (一 
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0,1,.… ,7). 
下 面 讨 论 高 斯 求 积 公式 (5. 1) 的 余 项 ,利用 f(z) 在 节点 ze (CR 
= 一 0,1,…,2) 的 埃 尔 米 特 插值 互 , (0z), 即 
Ha Cxi) = fzi), 了 HoHCrz) 一 疡 (re 有 一 0,1，…，7. 
于 是 


2n+2) 
zy) = Ho (4) 十 Gz) 


两 端 乘 p(x; ,并 由 a 到 2 积分 , 则 得 
了 一 | rcopecadz 一 | Hom (xz)p x) dri RLf]. (5.7) 
其 中 右 端 第 一 项 积分 对 2n 十 1 次 多 项 式 精 确 成 立 , 故 


了 6 fl2nt2) 
RL = 1 PDA) = | fr ep dx. 
k=0 a ‘ 


由 于 wr1《(x)p(7x) 之 0, 故 由 积分 中 值 定理 得 (5. 1) 的 余 项 为 


2n+2) 、» ro 
R,[fj] = | wi (zr) pz) dz. (5. 8) 


下 面 讨论 高 斯 求 积 公式 的 稳定 性 与 收敛 性 . 
定理 6 高 斯 求 积 公式 (5. 1) 的 求 积 系数 A (k 二 0,1,…,n) 


全 是 正 的 . 
证 明 考察 
h(x) = I[ 了 一 二， 


它 是 n 次 多 项 式 , 因而 (zx) 是 2n 次 多 项 式 , 故 高 斯 求 积 公 式 
(5. 1) 对 于 它 能 准确 成 立 , 即 有 
0 二 | capeczdz — PD Adz). 


注意 到 li (Xi) = Og 9 上 式 右 端 实际 上 即 等 于 Ax ;从 而 有 
A, = | pr) dz > 0. 
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定理 得 证 . 

由 本 定 班 及 定理 2, 则 得 

推论 高 斯 求 积 公式 (5. 1) 是 稳定 的 . 

定理 7 设 f(x) ECLa,5j, 则 高 斯 求 积 公式 (5.1) 是 收 化 
的 , 即 


lim SY Asf x) 一 | rczelzdz 
neck0 a 

证 明 见 [1j. 

4. 5.2 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 


在 高 斯 求 积 公式 (5. 1) 中 , 若 取 权 函数 co(z) 王 1, 区 间 为 [一 1， 
1j, 则 得 公式 
i nn 
| fwdr ~ DAf Ce). (5. 9) 


我 们 知道 勒 让 德 多 项 式 ( 见 第 3 章 (2.5) 式 ) 是 区 间 [ 一 1,1] 上 的 正 
交 多 项 式 , 因 此 , 勒 让 德 多 项 式 P, (z) 的 零点 就 是 求 积 公 式 
《5. 9) 的 高 斯 点 . 形 如 (5.9) 的 高 斯 公式 特别 地 称 为 高 斯 - 勒 让 德 
求 积 公式 . 
若 取 Pi (x)= 二 xz 的 零点 zo 一 0 做 节点 构造 求 积 公子 
| rezodz x Au。 f(0). 

令 它 对 f(x) 二 1 准确 成 立 , 即 可 定 出 A。 二 2. 这 样 构 造 出 的 一 点 
高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 是 中 和 矩 形 公式 . 


再 取 P， (m 一 于 (3 忆 一 1) 的 两 个 零点 士 -二 构造 求 积 公式 


| Adz ~ Asf(— 讨 上 + 4f( 霹 )， 
令 它 对 f(x)==1,z 都 准确 成 立 , 有 
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本 十 A: 一 2; 


1 1 
和 (二 和 4( 震 )=a 
由 此 解 出 4。=Ali 二 1]， 从 而 得 到 两 点 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 寺 


| fr)dr ~ /(- 放 片 f( 却 ) 


三 点 度 斯 - 勒 让 德 公式 的 形式 是 
| finar x 3f(- 3 )+ Sf(0) + ). 


表 4-7 列 出 高 斯 - 惑 让 德 求 积 公式 (5. 9) 的 节点 和 系数 . 


表 4-7 

n Zh AL 
0 0. 0000000 2. 0000000 
1 | 士 0. 5773503 1. 0000000 
， 士 0.7745967 0. 5555556 
| 0. 0000000 0. 8888889 
土 0. 8611363 0. 3478548 
士 0. 3399810 0. 6521452 
士 0. 9061798 0. 2369269 
4 士 0. 5384693 0. 4786287 
0. 0000000 0. 5688889 


公式 (5. 9) 的 余 项 由 (5. 8) 得 


_ A )) 1 ~ 


这 里 B,,1(x) 是 最 高 项 系数 为 ] 的 勒 让 德 多 项 式 ,由 第 3 章 (2. 6) 
及 (2.7) 得 
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2223f (7 十 1)911 
(27 十 3)L(22 十 2)1 


RE 门 = fAD, 7€ (TD)， 


(5. 10) 
当 ” 一 1 时 ,有 
四 1 (4) 
Ri[fj]= T1357 (7). 


它 比 辛 普 森 公式 余 项 Ri[ 门 一 一 站 7 (办 (区 间 为 [一 1,1J]) 还 小 ， 


且 比 齐 普 森 公 去 少 算 一 个 函数 值 . 
变换 


bp—a a+b 

工 二 了 上 -二 7 ， 
可 将 [ws , 妇 化 为 [一 1,1], 这 时 
已 一 af 


| fC)dr = 3 /f(s +)d (5.11) 


对 等 式 右 端的 积分 即 可 使 用 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 . 
例 6 用 4 点 (n=3) 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 计算 


1 = [zeoszdz. 
解 “ 先 将 区 间 | 0, 子 | 化 为 [一 1,1], 由 (5. 11) 有 
1 = | (去 ) 6 +D’cosT(1+Dd. 
根据 表 4-7 咏 n==3 的 节点 及 系数 值 可 求 得 


3 
I DAsf (lz) 2 0.467402 (准确 值 了 二 0. 467401…). 


4.5.3 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公 式 
若 2 一 一 1 ,一 1, 且 取 权 国 数 
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oCZz) = 一 
1—z’ 
则 所 建立 的 高 斯 公式 为 
-2 dz xc VA fr). (5, 12) 
VY 一 k=0 


下 切 比 雪夫 求 积 公式 ,由 于 区 间 [ 一 1,1] 上 关于 权 
到 的 正 交 多 项 式 是 切 比 雪夫 多 项 I 式 ( 见 第 3 章 第 2 节 )， 


v1 


因此 可 各 人 式 (5. 12) 的 高 斯 点 是 n 十 1 次 切 比 雪夫 多 项 式 的 零点 ， 
即 为 


zm") 


通过 计算 ( 见 [2]) 可 知 (5. 12) 的 系数 4 一 二 ,使 用 时 将 个 
节点 公式 改 为 于 个 节点 ， 玫 是 高 关切 比 寺 天 求 积 公式 写成 


1 n 
fx) x , 2k—1) 
| 有 dx fm) Xi = COS 2 ns 


zr = cos( (k=0,1,.,n). 


(5. 13) 
公式 余 项 由 (5. ii 


RL = i 
带 权 的 高 斯 求 积 公式 可 用 于 计算 奇异 积分 . 
例 7 用 5 点 (xn 二 5) 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 积分 


I | e gq 
一 一 工 。 
一 1 vl Zz: 


f° (nN), 7E€E (一 1,1).， (5.14) 


解 这 里 f(x) 一 e',，f 下 (zr) 一 e*， 当 nn 一 5 时 由 公式 (5. 13) 
可 得 


一 于 De 一 3.977463. 
k=1 
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由 余 项 (5. 14) 可 估计 误差 
7 , 9 
| RLA] [< - 10fe 入 全 6X10 . 


4.6 数值 微分 


4. 6.1 中 点 方法 与 误差 分 析 


数值 微分 就 是 用 函数 值 的 线性 组 合 近 似 函 数 在 某 点 的 导数 
值 . 按 导 数 定 义 可 以 简单 地 用 差 商 近似 导数 ,这 样 立即 得 到 几 种 
数值 微分 公式 
f(D) ~ Het So fe A%), 


f(D) fla) 一 /一 ， 
f (a) 2 A (6, 1) 


其 中 及 为 一 增 量 , 称 为 步 长 ,后 一 种 数值 微分 方法 称 为 中 点 方法 ， 
它 其 实 是 前 两 种 方法 的 算术 平均 . 但 它 的 误差 阶 却 由 OC4) 提 高 
到 Oh?). 上 面 给 出 的 三 个 公式 是 很 实用 的 . 尤其 是 中 点 公式 更 
为 常用 . 
为 要 利用 中 点 公式 
GCh) = et 


计算 导数 A(4) 的 近似 值 ,首先 必须 选取 合适 的 步 长 ,为 此 需要 进 
行 误 差分 析 . 分 别 将 Fa 士 思 在 z= 二 a 处 做 泰勒 展开 有 


2 3 
faih) = fa) hf C0) + f(a) 十 f(a) 


十 下 reoka) 土生 re Ca) + 
41 451 “ 
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代入 上 式 得 
50D = 7 十 后 Fo 十 全 F Co 十 
由 此 得 知 , 从 截断 误差 的 角度 看 , 步 长 越 小 ,计算 结果 越 准 
确 . 且 
1 Fo) — G0) I< $M, (6.2) 
其 中 M> max [f° (7)1. 
再 考察 舍 人 误差 . 按 中 点 公式 计算 , 当 有 很 小 时 , 因 f(a 十 h) 


与 f(a 一 h) 很 接近 ,直接 相 减 会 造成 有 效 数字 的 严重 损失 (参看 第 
1 章 第 4 革 ). 因此 ,从 伟人 误差 的 角度 来 看 , 步 长 是 不 宜 太 小 的 . 


例如 ,用 中 点 公式 求 fCz)==Vz 在 z=2 处 的 一 阶 导 数 
Gh) = 2th V2—h = 


设 取 4 位 数字 计算 . 结果 见 表 186( 导 数 的 准确 人 f (2) 一 
0. 353553). 


表 4-8 


从 表 4-8 中 看 到 =0. 1 的 允 近 效果 最 好 ,如 果 进 一 步 缩小 步 
长 , 则 逼近 效果 反而 越 差 . 这 里 因为 当 f(a 十 h) 及 f(a 一 分别 有 
差 人 误差 s 及 6. 若 令 ce 一 max{|eil,|ez1), 则 计算 广 (a) 的 舍 人 
误差 上 界 为 


CF 7 _ [altlel_e, 
(F(a))=| f(a)—G(a) [< 太 
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它 表 明 户 越 小 ,伟人 误差 5(f (4)) 越 大 , 故 它 是 病态 的 . 用 中 点 公 
式 (6. 了 计算 六 (a) 的 误差 上 界 为 


E(h) = M+ 到 


要 使 误差 E(h) 最 小 , 步 长 不宜 太 大 ,也 不 宜 太 小 . 其 最 优 步 长 
应 为 ho 二 VY357M. 


4. 6.2 插值 型 的 求 导 公 式 
对 于 列表 函数 > 一 f(x): 


> Jo Yl >2 汪 Yn 

运用 插值 原理 ,可 以 建立 插值 多 项 式 y 二 P, (zx) 作为 它 的 近似 ， 由 
于 多 项 式 的 求 导 比较 容易 ,我 们 取 P, (Cz) 的 值 作 为 (x) 的 近似 
值 , 这 样 建立 的 数值 公式 

f x) = PCz) (6. 3) 
统称 插值 型 的 求 导 公式 . 
_、 必须 指出 ,即使 f(z) 与 P, (xz) 的 值 相差 不 多 ,导数 的 近似 值 
Pu(z) 与 导数 的 真 值 f(x) 仍然 可 能 差别 很 大 ,因而 在 使 用 求 导 
公式 (6. 3) 时 应 特别 注意 误差 的 分 析 . 

和 3) 的 余 项 为 


nt 
f(D 一 本 CD =E Tn) 
十 Ce Tf (&), 


式 中 


Wi(X) 一 JT (TC— Xi). 


i=0 
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在 这 一 余 项 公式 中 ,由 于 < 是 zx 的 未 知 函数 ,我 们 无 法 对 它 的 
第 二 项 名 也 和 EJ"? (6 做 出 进一步 的 说 明 . 因此 ,对 于 随意 给 
出 的 点 x, 误差 (zx) 一 P(x) 是 无 法 预 估 的 . 但 是 ,如 果 我 们 限 
定 求 某 个 节点 zx 上 的 导数 值 , 那 么 上 面 的 第 二 项 因 式 ,1(x) 变 
为 零 , 这 时 有 余 项 公式 


nti) 
fF Cx) — Ps) = Fn). (6.4) 


下 面 我 们 仅仅 考察 节点 处 的 导数 值 . 为 简化 讨论 ,假定 所 给 
的 节点 是 等 距 的 . 
1. 两 点 公式 
设 已 给 出 两 个 节点 zo ,zi 上 的 函数 值 f(xo) ,f(x1) ,做 线性 
插值 得 公式 
Pi(zr) = fer) + fr). 
0 Xl X11 Xo 


对 上 式 两 端 求 导 , 记 zi 一 x 一 hh, 有 

PICz) = f(z) + f(a)], 
于 是 有 下 列 求 导 公式 : 

PiCzo) = 元 [An) ~ fz0)]; 


PiCx) = 二 [zi) 一 f(zo)]. 
而 利用 余 项 公式 (6. 4) 知 , 带 余 项 的 两 点 公式 是 
fr) = [fm) f(z0)] 一 (8); 


f(z1) = 二 [zi) 一 Fa) 十 到 79， 
2. 三 点 公式 
设 已 给 出 三 个 节点 zoyzi =:zo 十 六 了 一 2 十 2 上 的 函数 值 ， 
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做 二 次 插值 
(TX— ZX1)(r— Zz) 
> 
! 2 (7) (zo — ZX1) (zo — Xz 


jf xo) 


(TX— Xo) (XO— ZX) 


十 (Xi1— zo) x1 rf 
(Z 一 Zo)(z 一 Ti) 
F 一 Xo0) (ze /rT 


令 X= 二 zo 十 t 专 ， 上 式 可 表示 为 
Pzotth) = D2) fr) i 2) fn) 
+ tt— Df(zs). 
两 端 对 上 求 导 ,有 
Py (zs 十 态 ) 一 元 [2 一 3) fx0) — At— fn) 


十 (2 一 1) f(xs)]. (6. 5) 
这 里 撤 号 () 表 示 对 变量 z 求 导数 . 上 式 分 别 取 t==0,1,2, 得 到 三 
种 三 点 公式 : 


Pz Cxo) 一 六 [一 3F(zo) 44f C2) — f(r); 
Pa Cx) = 区 [一 f(x0) + f(z2)]; 


Pa (ze) = [f(r0) 4f (zx) + 3f6z2)]. 
而 带 余 项 的 三 点 求 导 公式 如 下 : 
f(z0) = 去 [3f (x0) + 4f(z1) — f(x)]+ fC) ; 


2 
f(r) = +f) (6. 6) 


2 
Co) = 站 [f Cz0) 一 47Cz) 十 37(z 让 十 生 挛 9， 
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其 中 的 公式 (6. 6) 是 我 们 所 熟悉 的 中 点 公式 . 在 三 点 公式 中 , 它 由 
于 少 用 了 一 -个 函数 值 f(zi) 而 引 人 注 目 . 
用 插值 多 项 式 P,(z) 作 为 (zx) 的 近似 函数 ,还 可 以 建立 高 阶 
数值 微分 公式 : 
Fr xs PREr), k=1,2,. 
例如 ,将 式 (6. 5) 再 对 上 求 导 一 次 ,有 


后 (zo 二 二) = 六 [f(z0) 一 27(zi) + f(z2)]) 
于 是 有 
PCz) = 走 [fCn D2f(7) + fn + 
而 带 余 项 的 二 阶 三 点 公式 如 下 : 
f (x1) = [fla —h)—2f(r) + fxr+t+h)]— 所 7 (6)， 
(6.7) 
4.6.3 利用 数值 积分 求 导 


微分 是 积分 的 逆 运 算 ,因此 可 利用 数值 积分 的 方法 来 计算 数 
值 微分 . 设 f(x) 是 一 个 充分 光滑 的 函数 , 设 VC(z) 一方 (z), 立 一 a 


+ kh k=0,1, en 一 全 2 , 则 有 


flu) = fd +) ‘pz)dz (k= ln 1), (6.8) 
对 上 式 右 边 积 分 采用 不 同 的 求 积 公式 就 可 得 到 不 同 的 数值 微分 公 
式 . 例如 ,对 | ” p(z)dz 用 中 矩形 公式 (1, 2) , 则 得 


i p(x) dr = 21p(zi) 十 吝 (2h) ?8)， & € (rei cH). 
从 而 得 到 中 点 微分 公式 
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fr) -一 Lr) fee) Bh fC). 


车 对 《6. 8) 右 端 积 分 用 辛普森 求 积 公式 , 则 有 


gonadz 一 去 [pr ) + 49Ce) + perm)] 


a 3 


5 . 
一 站 8 Ch)， hE 《ZI1y LE) 


上 式 略 去 余 项 ,并 记 92(CZe) 二 了 (zi) 的 近似 值 为 mi; 则 得 到 辛普森 
数值 微分 公式 


Pel 二 4m. 十 ?il 一 [fmmn) 一 f(z.)] (kk 一 1 … ,7 一 1). 


这 是 关于 mo ;m1 ,…,m。 这 nn 十 1 个 未 知 量 的 n 一 1 个 方程 组 , 若 
mo 二 六 (xo) ,7m, 二 (xz) 已 知 , 则 可 得 


4 1 ma [fCz:) — f(zx0)]— fF (x0) 


1 4 1 ma [frs) 一 Am 


1 4 1 m2 fC ) 一 zs )] 


3 ’ 
1 4) (ma Lf Cr) — fra)]— f(z) 


(6. 9) 
这 是 关于 mi ,…,m,-! 的 三 对 角 方 程 组 , 且 系 数 矩 阵 为 严格 对 角 占 
优 的 ,可 用 追 霆 法 求解 ( 见 第 5 章 5.4 节 ). 
如 果 端 点 导数 值 不 知道 ,那么 对 (6.9) 中 第 1 个 和 第 n 一 1 个 
方程 可 分 别 用 广 (z) 及 了 (zs_1) 的 中 点 微分 公式 近似 , 即 取 


1721 二 元 [jzz) 一 (xzo)]， mi 一 地 [f(z,) — f(zo)]. 
然后 求 mz …' ,mz 即 为 六 (xe),… ,了 (xz,_2) 的 近似 值 . 
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例 8 给 定 f(x) 二 Vz 的 一 张 数据 表 ( 表 4-9 左 部 ), 并 给 定 
了 (100) 及 (105) 的 值 ( 见 表 4-9). 利用 辛普森 数值 微分 公式 
求 f(z) 在 =101,102,]03,104 上 的 一 阶 导 数 . 


解 ” 杠 据 (6. 9) 有 
4 1 m) /0.24851482 
1 4 1 m2 0. 29704785 
1 4 1l|m| 1o.29560227 | 
1 4) lm 0. 24538260 
解 之 得 办 (=1,2,3,4) ,结果 见 表 4-9. 
表 4-9 
kl| xz | f(x) = Ve f Cx) mf (x ) 
0 100 10. 00000000 | 0. 05000000 
1 101 10. 04987562 0. 049751859 0.04975186 
2 102 10. 09950494 0.049507377 0.049507376 
3 103 10. 14889157 0. 049266463 0.049266463 
4 104 | 10. 19803903 0. 049029033 0.049029033 


5 | 105 10. 24695077 0. 048795003 


三 次 样 条 求 导 


三 次 样 条 函数 SCz) 作 为 f(x) 的 近似 ,不 但 函数 值 很 接近 , 导 
数值 也 很 接近 ,并 有 
| Fr) — SH (xr) | 


4.6.4 


CF ph (k= 0,1,2). 
C6. 10) 
见 第 2 章 定 理 4), 因 此 利用 三 次 样 条 函数 SCz) 直 接 得 到 
DCz) s So (xz) (k= 0,1,2). 


根据 第 2 章 (7. 8) ,(7.9) 可 求 得 
PCz) oS (x1) 一 一 YM, 一 全 Mar 十 flzi ,Tren ], 


。156 。 第 4 章 数值 积分 与 数值 微分 


fx) = M,. 
这 里 f[xi ,xi-1j 为 一 阶 均 差 。 其 误差 由 (6. 10) 可 得 


Hf -Sl < 1- 庆 ， 
EAE 1- 猎 . 


4.6.5 ”数值 微分 的 外 推算 法 
利用 中 点 公式 计算 导数 值 时 
fr) GO = 元 [LACz 十 A Fr hl. 


对 f(z) 在 点 工 做 泰勒 级 数 展开 有 

f (x) = GO Fa t+opn +, 
其 中 ai(i 一 1,2,…) 与 h 无关, 利用 理 查 森 外 推 ( 见 本 章 第 4 节 ) 对 
h 逐次 分 半 , 苦 记 Go(h)= 二 GC(h), 则 有 


4"G ()- Geil) 


Gh) = 二 Cm 一 1,2，…). (6. 11) 
公式 (6. 11) 的 计算 过 程 见 表 4-10, 表 中 @ 为 外 推 步 数 ， 
表 4-10 
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根据 理 查 森 外 推 方法 ,(6. 11) 的 误差 为 
f(x) — Gh) = OCR2rfD )， 
由 此 看 出 当 m 较 大 时 ,计算 是 很 精确 的 . 考虑 到 舍 人 误差 ,一般 
不 能 取 太 类 . 
例 9 用 外 推 法 计算 FCz)=zze- 在 zx 一 0.5 的 导数 . 
解 令 GOD 一 去 [ (于 + GD 一 (二 - 人 9]， 
当 hh 二 0. 1,0.05,0. 025 时 ,由 外 推 法 表 4-10 可 算得 


G(0. 1) = 0. 4516049081 
G(0. 05) = 0.4540761693 1 @ G (1 = 0.4548999231 


G(0.625) = 0. 4546926288 1G, ( 乞 )= 0. 4548981152 


YQ G5, = 0.454897994 
了 (0.5) 的 精确 值 为 0.454897994, 可 见 当 ==0.025 时 用 中 点 微 
分 公式 只 有 3 位 有 效 数字 ,外 推 一 次 达到 5 位 有 效 数字 ,外 推 两 次 
达到 9 位 有 效 数 字 . 


评注 


本 章 介绍 积分 和 微分 的 数值 计算 方法 . 我 们 知道 ,积分 和 微 
分 是 两 种 分 析 运 算 ,它们 都 是 用 极限 来 定义 的 . 数值 积分 和 数值 
微分 则 此 结 为 函数 值 的 四 则 运算 ,从 而 使 计算 过 程 可 以 在 计算 机 
上 完成 . 

处 理 数 值 积分 和 数值 微分 的 基本 方法 是 逼近 法 : 设法 构造 某 
个 简单 函数 PC(z) 近 似 f(x) ,然后 对 PCz) 求 积 ( 求 导 ) 得 到 f(x) 
的 积分 (导数 ) 的 近似 值 ， 本 章 基 于 插值 原理 推导 了 数值 积分 和 数 
值 微分 的 基本 公式 . 

插值 求 积 公式 分 牛顿 - 柯 特 斯 公式 和 高 斯 公式 两 类 . 前 者 为 
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等 距 节点 ,但 * 关 8 时 计算 不 稳定 ,实际 计算 宜 采 用 复合 求 积 方法 ， 
高 斯 公式 精度 高 ,计算 稳定 ,但 节点 选取 较 困难 . 带 权 高 斯 求 积 方 
法 ,能 把 复杂 积分 化 简 , 还 可 以 直接 计算 奇异 积分 . 这 两 类 公式 也 
可 通过 求 积 公式 的 代数 精度 建立 . 

基于 理 查 森 外 推 的 龙 贝 格 求 积 方法 由 于 计算 程序 简单 ,精度 
较 高 ,是 一 个 在 计算 机 上 求 积 的 有 效 算法 . 在 数值 微分 中 也 有 相 
似 的 算法 ,外 推 方法 和 思想 是 数值 分 析 中 一 种 很 重要 的 方法 . 

数值 微分 由 于 计算 不 稳定 性 , 步 长 选取 是 很 重要 的 . 通常 数 
值 微分 的 外 推 法 可 得 到 较 满意 结果 ,但 h 也 不 能 太 小 . 

数值 积分 中 一 些 重要 内 容 如 奇异 积分 , 振 葛 函数 积分 和 二 重 
积分 计算 等 均 未 涉及 ,可 参见 文献 LT]. 


习 题 


1. 确定 下 列 求 积 公 式 中 的 待定 参数 ,使 其 代数 精度 尽量 高 ,并 指明 所 构 
造 出 的 求 积 公式 所 具有 的 代数 精度 : 


h 

D | fondr Af +A FO + A ND): 
2h 

2) | ,fdr A fA + A + A fA; 


4) | roadr~ hE fc0) 十 fCh)]/2 二 ah:[fF (0)— f(y). 
2. 分 别 用 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 下 列 积分 : 


1 
了 一 站 
1) | rr, n= 8; 


1 a Tt 于 
2) | (Ue 7, n= 10; 
o 工 


3) | Vxdr, 7 一 44 
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4) | Vi snpdp, n= 6. 
3， 直 接 验 证 柯 特 斯 公式 (2. 4) 具 有 5 次 代数 精度 . 
4 用 辛普森 公式 求 积分 | edz 并 估计 误差 
5. 推导 下 列 三 种 矩形 求 积 公 式 ， 
fwd = Gf + LD a 


[fodr = C6 of — LD a) 
人 repdz= Gof (TE) DG). 
6. 车 用 复 化 梯形 公式 计算 积分 1 一 | edz, 问 区 间 [0,1] 应 分 多 少 等 分 


才能 使 截断 误差 不 超过 二 X 10-*? 着 改 用 复 化 辛普森 公式 ,要 达到 同样 精 
度 区 间 [0,1] 应 分 多 少 等 分 ? 
7， 如果 了 (x) >>0, 证 明 用 梯形 公式 计算 积分 1 二 | (zx)dz 所 得 结果 比 


准确 值 1 大 ,并 说 明 其 几何 意义 . 
8， 用 龙 贝 格 求 积 方法 计算 下 列 积分 ,使 误差 不 超过 10. 


(1) 去 | erdz, 


(2) 人 ZSsinzdz， 
o 


(3) | rvTT dz. 
9. 用 n==2,3 的 高 斯 - 勒 让 德 公式 计算 积分 
| sinzdz. 
10， 地 球 卫 星 轨道 是 一 个 椭圆, 椭圆 周 长 的 计算 公式 是 


s=al Vi- (£) simg 一 ) ) sinmb db， 


这 里 a 是 椰 圆 的 半 长 轴 ,c 是 地 球 中 心 与 轨道 中 心 ( 椭 贺 中 心 ) 的 距离 , 记 有 h 
为 近地点 距离 ,H 为 远地点 距离 ,R= 二 6371(km) 为 地 球 半 各, 则 
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a = (2R+ H+h)/2, c= (H—h)/2. 

我 国 第 一 加 人 人 造 地 球 卫 星 近 地 点 距离 h 一 439(km), 远 地 点 距离 日 = 
2384(km) , 试 求 卫 星 轨道 的 周 长 . 

11. 证 明 等 式 

ns ns 
3 + Br 
试 依据 nsin(x/n) (n= 二 3,6,12) 的 值 ,用 外 推算 法 求 x* 的 近似 值 . 

12， 用 下 列 方法 计算 积分 | 四 ,并 比较 结果 . 

1) 龙 贝 格 产 法 ; 

2) 三 点 及 王 点 高 斯 公式 ，; 

3) 将 积分 区 间 分 为 四 等 分 ,用 复 化 两 点 高 斯 公式 . 


— , - _ 1 
13， 用 三 点 公式 和 积分 方法 求 fx) 二 7 于 = 在 Zz 一 1.0,1.1 和 1.2 处 


的 导数 值 ,并 估计 误差 . f(x) 的 值 由 下 表 给 出 ，: 


. Tn 
nsin 一 一 n 
n 


第 5 章 解 线性 方程 组 的 直接 方法 
5.1 引言 与 预备 知识 


5.1.1 引言 


在 自然 科学 和 工程 技术 中 很 多 问题 的 解决 常常 归结 为 解 线性 
代数 方程 组 ,例如 电学 中 的 网 络 问题 ,船体 数学 放样 中 建立 三 次 样 
条 函数 问题 ,用 最 小 二 乘法 求实 验 数据 的 曲线 拟 合 问题 , 解 非 线性 
方程 组 问题 ,用 差分 法 或 者 有 限 元 方法 解 常 微 分 方程 . 偏 微分 方程 
边 值 问 题 等 都 导致 求解 线性 代数 方程 组 ,而 这 些 方程 组 的 系数 矩 
阵 大 致 分 为 两 种 ,一 种 是 低 阶 稠密 矩阵 (例如 , 阶 数 不 超过 150)， 
另 一 种 是 大 型 稀 朴 矩阵 ( 即 矩阵 阶 数 高 且 零 元 素 较 多 )， 

关于 线性 方程 组 的 数值 解法 一 般 有 两 类 : 

1、 直接 法 

就 是 经 过 有 限 步 算术 运算 ,可 求 得 方程 组 精确 解 的 方法 ( 若 计 
算 过 程 中 没有 舍 人 误差 )， 但 实际 计算 中 由 于 伟人 误差 的 存在 和 
影响 ,这 种 方法 也 只 能 求 得 线性 方程 组 的 近似 解 . 本 章 将 阐述 这 
类 算法 中 最 基本 的 高 斯 消去 法 及 其 某 些 变形 . 这 类 方法 是 解 低 阶 
稠密 矩阵 方程 组 及 某 些 大 型 稀疏 方程 组 (例如 ,大 型 带 状 方程 组 ) 
的 有 效 方法 . 

2， 和 迭代 法 

就 是 用 某 种 极限 过 程 去 逐步 逼近 线性 方程 组 精确 解 的 方法 . 
迭代 法 具有 需要 计算 机 的 存 贮 单元 较 少 .程序 设计 简单 .原始 系数 
矩阵 在 计算 过 程 中 始终 不 变 等 优点 ,但 存在 收敛 性 及 收敛 速度 问 
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题 . 迭代 法 是 解 大 型 稀疏 矩阵 方程 组 (尤其 是 由 微分 方程 离散 后 


得 到 的 大 型 方程 组 ) 的 重要 方法 ( 见 第 6 章 ). 


为 了 讨论 线性 方程 组 数值 解法 , 需 复 习 一 些 基本 的 矩阵 代数 


知识 . 


5.1.2 向 量 和 和 抢 阵 


用 R”" 表 示 全 部 m Xn 实生 阵 的 向 量 空间 ,C" 表示 全 部 mm 


X2 复 和 矩阵 的 向 量 空间 . 
G11 C12 Qiln 
a a dz2n 
AER™EA=(a)=| 
Uml Cm2 ** Grm 


(实数 排 成 的 矩形 表 , 称 为 m 行 n 列 和 矩阵 ). 


| 


xXE Rex 一 (2 维 列 向 量 ). 


A= (ai Qs "oe 0 》， 


其 中 a; 为 4 的 第 i 列 . 同 理 


和 一 


其 中 b; 为 4 的 第 i 行 . 

和 矩阵 的 基本 运算 : 

(1) 矩阵 加 法 C= 二 A 十 B,c; =:a; 十 by (AER”* 
CER"”")， 

(2) 矩阵 与 标量 的 乘法 C 一 oh ,cj 一 aay. 


”> BER”™**, 
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(3) 和 邱 阵 与 矩阵 乘法 C=4B, cy 一 Daxby(A € R”",B 


表 一 1 


ER C 和 R™?). 
(4) 转 时 矩阵 AER””**, C= 和 YT, cc; 一 adj. 
(5) 单 空 和 矩阵 TI 一 (ee e,)ER ”", 其 中 
ex = (05%,0,1 ,0 ,0)T, k= 1,2,.,n. 

(6) 非 奇 异 矩 阵 设 4ER， BER… 如 果 AB=BA== 了 I, 
则 称 B 是 A 的 逆 和 矩阵 , 记 为 47!,， 且 (A4 1)' 一 (47)-'. 如 果 有 AA 
存在 , 则 称 A 为 非 奇 异 矩 阵 ， 如 果 和 A，,BE R”*" 均 为 非 奇 异 矩 阵 , 则 
(AB) :=B-'A-!. 

(7) 矩阵 的 行列 式 ” 设 AER"*", 则 A 的 行列 式 可 按 任 一 行 
(或 列 ) 展 开 , 即 


dettA) = DasAs (1 = 1,2,.…,n), 
j=1 


其 中 4 为 ay 的 代数 余子 式 ,Ay 一 (一 1D "iMs，Mi; 为 元 素 a5 的 余 
子 式 . 

行列 式 性 质 : 

(a) det(AB)—det(A)det(B), A, BER”™". 

(b) det(AT)=det(A), AER"™". 

(c) det(cA)=c"det(A), cER, AER"™”". 

(d) det(4) 天 0 全 4 是 非 奇 异 和 矩阵 . 


$5.1.3 特殊 矩阵 


设 A 一 (a; ) ER"™". 

(1) 对 角 和 矩阵 ”如果 当 i 了 7 时 ,ar 二 0. 

(2) 三 对 角 和 矩阵 ”如果 当 |i 一 7 之 1 时 ,a; = 二 0. 

(3) 上 三 角 和 矩阵 如果 当 i>j 时 ,ay = 二 0. 

(4) 上 海 森 伯 格 (Hessenberg) 阵 如 果 当 i>j 十 1 时 ,a; 
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一 0. 

(5) 对 称 和 矩阵 ”如果 A 二 A. 

(6) 埃 尔 米 特 矩阵 设 4EC”"， 如 果 48 一 4(48 一 4 ， 即 
为 4 的 共 轻 转 置 ). 

(7) 对 称 正 定 和 矩阵 ”如果 (a) 4T 王 4，(b) 对 任意 非 零 向 量 
xXER’, (Ax, x)—=x'Ax>0. 

(8) 正 交 矩阵 如果 47!==4". 

(9) 西 和 矩阵 设 AEC"x", 如 果 -1 一 48. 

(10) 初等 置换 阵 ”由 单位 矩阵 了 交换 第 i 行 与 第 j 行 ( 或 交 
换 第 i 列 与 第 ; 列 ), 得 到 的 矩阵 记 为 万, 且 

五 4=4( 为 交换 4 第 ; 行 与 第 7 行 得 到 的 矩阵 ); 

AI; 二 B' 为 交换 和 4 第 i 列 与 第 j 列 得 到 的 矩阵 ). 

《11) 置换 阵 ”由 初等 置换 阵 的 乘积 得 到 的 矩阵 . 

定理 1 设 AER””, 则 下 述 命题 等 价 : 

(1) 对 任何 bE R" ,方程 组 Ax=b 有 了 唯一 解 . 

(2) 齐 次 方程 组 4x 二 0 只 有 唯一 解 x 二 0. 

(3) det(4) 天 0. 

(4) 4-: 存 在 . 

(5) 4 的 秩 rank(4) 一 7 

定理 2 设 AER”" 为 对 称 正定 阵 , 则 

(1) 4 为 非 奇 异 矩 阵 , 且 4 ! 亦 是 对 称 正定 阵 . 

(2) 记 A 为 4 的 顺序 主子 阵 , 则 A 和 (k= 二 1,2,…,n) 亦 是 对 称 
正定 矩阵 ,其 中 


(k = 1,2,.…,n). 


Ql ”Qu 
(3) 4 的 特征 值 A; 汪 >0(i= 二 1,2,…,n). 
(4) 4 的 顺序 主子 式 都 大 于 零 , 即 det(4,) 盖 0(E 一 1,2，…，,7z). 
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定理 3 设 4ER" 为 对 称 矩 阵 . 如果 det (hi) 记 0(k=1， 
2,…,n) ,或 4 的 特征 值 4 汪 0(i 二 1,2,…,n), 则 和 为 对 称 正定 阵 . 

有 重 特征 值 的 矩阵 不 一 定 相 似 于 对 角 和 矩阵 ,那么 一 般 ” 阶 矩 
阵 4 在 相似 变换 下 能 简化 到 什么 形状 . 

定理 4(Jordan 标准 型 ) 设 4 为 2” 阶 矩阵 , 则 存在 一 个 非 奇 
异 和 矩阵 了 使 得 


J1 Ca) 
pap Te) 
Ju | 
其 中 
A 1 
A 
J; 一 - 9 
AM 1 


h 


1 1G 一 1 2 和 7r)， 有 Dn =n. 
为 若 当 (Jordan) 块 . 
(1) 当 4 的 若 当 标准 型 中 所 有 若 当 块 j; 均 为 一 阶 时 ,此 标准 
型 变 成 对 角 和 矩阵 . 


(2) 如 果 4 的 特征 值 各 不 相同 , 则 其 若 当 标准 型 必 为 对 角 阵 
diag (A1 ,hs ,~ ,2 ). 


5.2 高 斯 消去 法 


本 节 介 绍 高 斯 消去 法 (逐次 消去 法 ) 及 消去 法 和 和 矩阵 三 角 分 解 
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之 间 的 关系 . 虽然 高 斯 消去 法 是 一 个 古老 的 求解 线性 方程 组 的 方 
法 ( 早 在 公元 前 250 年 我 国 就 掌握 了 解 方 程 组 的 消去 法 ), 但 由 它 
改进 .变形 得 到 的 选 主 元 素 消 去 法 、 三 角 分 解法 仍然 是 目前 计算 机 
上 常用 的 有 效 方法 . 


5.2.1 高 斯 消去 法 


设 有 线性 方程 组 
duzi 十 Qnzxz 十 十 Qinz, 二 bl1， 
jaa 十 aaz7z + 十 aznT, 二 0,， (2.1) 
Coal 十 aoezs 二 "二 amz, = On. 
或 写 为 矩阵 形式 
dl al? Qi ” {bi 
U21 22 a2 zz bs 
Qml QQm mm 四 bm 
简 记 为 Ax== 上 . 
首先 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 消去 法 的 基本 思想 . 
例 1 用 消去 法 解 方程 组 
Xl 十 ww 十 X33 一 6， (2. 2) 
| 4Xxs— Xi3 = 5, (2. 3) 
271 一 27? 十 3 一 1， 《2. 4) 


解 第 1 步 . 将 方程 (2.2) 乘 上 一 2 加 到 方程 (2.4) 上 去 ,消去 
《2. 4) 中 的 未 知 数 zi ,得 到 
一 4z: 一 Za 一 一 11， (2.5) 
第 2 步 . 将 方程 (2. 3) 加 到 方程 (2.5) 上 去 ,消去 方程 (2.5) 中 
的 未 知 数 zs ,得 到 与 原 方程 组 等 价 的 三 角形 方程 组 
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ZI 十 Ts? 十 Ts 一 6， 
4Z? 一 yy 一 5 ， (2. 6) 


一 273 一 一 6. 
显然 ,方程 组 (2. 6) 是 容易 求解 的 , 解 为 
zx" = (1,2,3).. 


上 述 过 程 相当 于 
1 1 1 f 1 1 6 
(A1b)= |0 | 4 1 ; 
2 -2 1il 0 -4 —1:—1l 
11 1: 6 
>l0 4 1: 5 


0 0 —2:—6 
(—2) Xn 二 rrr 7 十 rs 一 73 
其 中 用 六 表示 符 阵 的 第 ; 行 . 
由 此 看 出 ,用 消去 法 解 方程 组 的 基本 思想 是 用 逐次 消去 未 知 
数 的 方法 把 原 方程 组 4x 一 化 为 与 其 等 价 的 三 角形 方程 组 , 而 求 
解 三 角形 方程 组 可 用 回 代 的 方法 求解 . 换 句 话说 , 上述 过 程 就 是 
用 行 的 初等 变换 将 原 方程 组 系数 矩阵 化 为 简单 形式 (上 三 角 算 
阵 ) ,从 而 将 求解 原 方程 组 (2. 1) 的 问题 转化 为 求解 简单 方程 组 的 
问题 . 或 者 说 ,对 系数 矩阵 4 施行 一 些 左 变换 (用 一 些 简单 矩阵 ) 
将 其 约 化 为 上 三 角 和 矩阵 . 
下 面 我 们 讨论 求解 一 般 线 性 方程 组 的 高 斯 消去 法 . 
将 (2.1) 记 为 4“ x==b ,其 中 
AD 一 (ap) = (as), bY =b. 
(1) 第 1 步 ( 一 1)， 
设 < 中 天 0 ,首先 计算 乘 数 
ma 一 /ca 和 人 一 2,3，…… 2) 


用 一 za 乘 '2.1) 的 第 一 个 方程 ,加 到 第 :个 (一 2,3,…,7m) 方 程 
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上 ,消去 (2. 1) 的 从 第 二 个 方程 到 第 m 个 方程 中 的 未 知 数 zj ,得 到 
与 (2. 1) 等 价 的 方程 组 


(1) (1)  。。 (1) (1) 
U11 U12 Qln Xl1 0 
(2) 。。。 (2) (2) 
0 位 22 U2n -2 0 
一 | |. (2.7) 
(C2) (2) (2) 
0 Um? “0" [2 Tn Do 


简 记 为 
A x = bb, 

其 中 A” ,br” 的 元 素 计算 公式 为 

1 一 ag) — maafy (1 一 2 … 7 了 一 2，……:7)， 

已 2 一 oY — mab™ (2 :一 2，… ,11). 

(2) 第 次 消 元 (k= 二 1,2,… ,5 二 min(m 一 1,n)). 

设 上 述 第 1 步 ,…, 第 一 1 步 消 元 过 程 计算 已 经 完成 , 即 已 计 
算 好 与 (2. 1) 等 价 的 方程 组 


《17 () ss (1) (1) 1 
"C11 Uiz CI Qln 1 os ) 
(2) 。。。 (2) (2) (2) 
22 AQ2k C2n TX2 bs 
; 
Ck) Ch) 一 |re |， (2. 8) 
过 二 让 反 | Cm Tk bs 
k 
a ap | lz, 8 


简 记 为 4&Dx 一 pe 
设 a 外 过 0, 计 算 磁 数 
ma = a /a (i =k 二 l,m)., 

用 一 mx 乘 (2. 8) 的 第 个 方程 加 到 第 i 个 方程 (i 二 十 1,*… ,mm)， 
消去 从 第 十 1 个 方程 到 第 m 个 方程 中 的 未 知 数 xz, ,得 到 与 (2. 1) 
等 价 的 方程 红 A%+Dx 二 b+D，A0+D ,bp4+D 元素 的 计算 公式 为 

aft? = a — maat (2 =k 二 l,ms 7 二 上 十 1 ,nn)， 
人 = bt — mab le (i 二 有 十 1,*…,m). 

(2. 9) 
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显然 4“+ ”中 从 第 1 行 到 第 上 行 与 4 相同. 

(3) 继 息 上 述 过 程 ,有 目 设 a 人 了 关 0(i 一 1,2,…,s) ,直到 完成 第 
s 步 消 元 计 笑 .最 后 得 到 与 原 方程 组 等 价 的 简单 方程 组 4“? x= 
bp ,其 中 4D? 为 上 梯形 . 

特别 当 zz 一 ?时 ,与 原 方程 组 等 价 的 方程 组 为 A”x==b", 即 


(1) (1) 加 01) (1) 
Ql11 Q12 “ Qln Xi oO 
(2) (2) (2) 
A22 an Xz bs 
. 一 | ，|. (2. 10) 
a Tn bo 


由 (2. 1) 约 化 为 (2. 10) 的 过 程 称 为 消 元 过 程 . 
如 果 AER"x" 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 且 za 名 天 0(R 一 1,2， ,7 一 1), 求 
解 三 角形 方程 组 (2. 10) ,得 到 求解 公式 


z, = pm /a ， 
= (0 Daa ) /a (有 一 光一 1)7 一 2 1 )， 


(2. 11) 
(2. 10) 的 求解 过 程 (2. 11) 称 为 回 代 过 程 ， 

注意 : 设 Ax 二 b, 其 中 AER"™" 为 非 奇异 矩阵 ,如 果 ai 一 0, 由 
于 人 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ,所 以 4 的 第 一 列 一 定 有 元 素 不 等 于 零 ,例如 
aiil 关 0, 于 是 可 交换 两 行 元素 ( 即 ri.<>ri ), 将 ai1 调 到 (1,1) 位 
置 , 然 后 进行 消 元 计算 ,这 时 4 右 下 角 和 天 阵 为 n 一 1 阶 非 奇 异 和 矩 
阵 . 继续 这 过 程 ,高 斯 消去 法 照样 可 进行 计算 . 

总 结 上 述 讨论 即 有 

定理 $ 设 Ax=b, 其 中 AE RX". 

(1) 如 果 a 名 关 0(k 二 1,2,…,n), 则 可 通过 高 斯 消去 法 将 Ax 
一 六 约 化 为 等 价 的 三 角形 方程 组 (2. 10), 且 计算 公式 为 : 

(a) 消 元 计算 (k= 二 1,2,…,n 一 1) 
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(gt) 【天 {k) 


mx = a /a (1 一 kk ] ,*… ,7)， 
= Q — Maad (i117 二 上 十 1 ,1)， 
人 人 ) 一 = Ob'® — ma (1 二 上 上 十 1 ,°° ,7), 


(b) 回 代 计算 


xX, 一 六 0 /ay (Cn) 
| (pb? 一 oa) a (1C— no—1,.…,2,1). 
j= 计 l 


(2) 如 果 4 为 非 奇 异 和 矩阵 , 则 可 通过 高 斯 消去 法 (及 交换 两 行 
的 初等 变换 ) 将 方程 组 Ax 二 4 约 化 为 (2. 10). 

算法 1( 高 斯 算法 ) 设 AER”"(m>1), s=min(m 一 1,n)， 
如 果 a 了 关 0tk 王 1,2,…,s) ,本 算法 用 高 斯 方法 将 4 约 化 为 上 梯 
形 , 且 4 覆盖 4, 乘 数 mx 覆盖 on， 

对 于 = 1 2，…， 

(1) 如 果 aw = 二 0, 则 计算 停止 

(2) 对 于 i 二 十 1 ,*… ,Mm 

(a) ax ma = dx/awm 
(b) 对 于 j= 十 1,… ,nn 
dj di Mp ¥ dp. 

显然 ， 算法 1 第 步 需 要 作 加 - 次 除法 ,Cm 一 &) Cn 一 k) 次 乘 
法 运算 ,因此 ,本 算法 (从 第 1 步 到 第 s 步 消 元 计算 总 的 计算 量 ) 大 
约 需 要 5/3- 一 (m 十 n)s /2 十 mns 次 乘法 运算 (对 相当 大 的 ;)， 当 
m 二 n 时 ,总 洪 大 约 需 要 mw /3 次 乘法 运算 . 

数 < 各 在 高 斯 消去 法 中 有 着 罕 出 的 作用 , 称 为 约 化 的 主 元 素 . 

算法 2( 回 代 算 法 ) 设 Ux 一 5, 其 中 UER”" 为 非 奇 异 上 三 角 
阵 ,本 算法 计算 Ux 一 b 的 解 . 

对 于 ;=:2 ,J 

(1) zi<-b, 

(2) 对 于 7 一 ;十 1 
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(3) Zi< 一 Zi us 
这 个 算法 需要 n(n 十 1)/2 乘除 法 运算 . 
高 斯 消去 法 对 于 某 些 简单 的 矩阵 可 能 会 失败 ,例如 


由 此 ,需要 对 算法 1 进行 修改 ,首先 研究 原来 矩阵 4 在 什么 
条 件 下 才能 保证 a 多 沽 0(4 二 1,2,…). 下 面 的 定理 给 出 了 这 个 
条 件 . 
定理 6 约 化 的 主 元 素 a 外 尖 0(i 二 1,2,…,k) 的 充 要 条 件 是 
矩阵 4 的 顺序 主子 式 D; 关 0(i 二 1,2,…,k). 即 
1 = a 0,， 


(2. 12) 
和 0 (1 = 1,2,.",k). 


a a 

证 明 首先 利用 归纳 法 证 明定 理 6 的 充分 性 . 显然 , 当 A 一 1 
时 ,定理 6 茂 立 , 现 设 定理 6 充分 性 对 & 一 1 是 成 立 的 ,求证 定理 6 
充分 性 对 & 亦 成 立 . 设 D; 关 0(i= 二 1,2,…,k), 于 是 由 归纳 法 假设 
有 a 了 0(i 二 1,2,…,k 一 1), 可 用 高 斯 消去 法 将 4 约 化 到 
A , 即 


(1) (1) (1) CT》 
Uli U12 ?aig ”adn 
(2) a C2) a 《2) 
Ui:2 Qo2gk Q2n 
A AD 一 “ 
人 9 
Ck) 《有 
a Cn 
Ck) CA) 
a Cm 


且 有 
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Aan 412 (1) (2) 
D;, = pe 一 U1l C22 ， 
0 Q22 
《1) (1) 
Cl1 Qk 
. . 1 2 
D, 一 “。 : 一 a as?) 0 . 《2. 13) 


a 


由 设 D; 尖 0(i 二 1,2,…,k) ,利用 (2. 13) 式 , 则 有 a 史 天 0, 定 理 
6 充分 性 对 & 亦 成 立 . 

显然 ,由 假设 a 外 关 0Gi 二 1,2,…,k) ,利用 (2.13) 式 亦 可 推出 
D;0(i=1,2,.…,k). | 

推论 如果 4 的 顺序 主子 式 D; 关 0(4 二 1,2,…,n 一 1), 则 


人 一 D,， 
a 一 Di / Di (k = 2,3,°" ,Nn). 
5.2.2 和 矩阵 的 三 角 分 解 


下 面 我 们 借助 矩阵 理论 进一步 对 消去 法 作 些 分 析 , 从 而 建立 
高 斯 消去 法 与 矩阵 因 式 分 解 的 关系 ， 
设 (2.1) 的 系数 矩阵 AE R" 的 各 顺序 主子 式 均 不 为 零 . 由 
于 对 4 施行 行 的 初等 变换 相当 于 用 初等 矩阵 左 乘 4 ,于 是 对 (2. 1) 
施行 第 一 次 消 元 后 化 为 (2.7) ,这 时 4 化 为 42 ,Bb 化 为 b'?, 即 
LA 一 4 Lb 一 及 2 ， 
其 中 
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一 般 第 & 步 消 元 ,4 化 为 4**”,b* 化 为 b**”, 相 当 于 
工人 一 CD ， Lb'® 一 bt ， 
其 中 


— mm 1 
重复 这 过 程 ,最 后 得 到 
Li “LLAMA -一 ; 
Li LaLibY = Bem . | 
将 上 三 角 和 矩阵 和 4 中 记 为 ,由 (2. 14) 得 到 
A= ILL LA U = LU, 


(2.14) 


其 中 
| 1 
77221 1 
王 一 了 1 一 2 m: 1 
ma Mr mr … 1 
为 单位 下 三 角 和 矩阵 . 


这 就 是 说 ,高 斯 消去 法 实质 上 产生 了 一 个 将 4 分解 为 两 个 三 
角形 矩阵 相 乘 的 因 式 分 解 , 于 是 我 们 得 到 如 下 重要 定理 , 它 在 解 方 
程 组 的 直接 法 中 起 着 重要 作用 . 

定理 7 矩阵 的 LU 分 解 ) 设 A 为 n 阶 和 矩阵 ,如 果 A 的 顺序 
主子 式 D; 了 0(i 二 1,2,…,n 一 1), 则 4 可 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 
矩阵 L 和 一 个 上 三 角 和 矩阵 U 的 乘积 , 且 这 种 分 解 是 唯一 的 ， 
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证 明 根据 以 上 高 斯 消去 法 的 和 矩阵 分 析 ,4= 二 LU 的 存在 性 已 
经 得 到 证 明 , 现 仅 在 4 为 非 奇 异 矩 阵 的 假定 下 来 证 明 唯 一 性 , 当 A 
为 奇异 和 矩阵 的 情况 留 作 练 习 . 设 


A=ILU= 天 Di， 
其 中 世 , 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U,U, 为 上 三 角 和 矩阵 . 
由 于 Ur! 存在 , 故 
LiL: = UU 


上 式 右 边 为 上 三 角 和 矩阵 ,左边 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,从 而 上 式 两 边 都 
必须 等 于 单位 矩阵 , 故 U=U ,LL 一 Li. 证 毕 . 
例 2 对 于 例 1, 系 数 矩 阵 


1 1 1 
入 一 10 4 一 1|， 
2 一 2 1 


站 msi=2, mazs=——1 
1 1 

下 

2 -1 1)l0 0 —2 


5.3 ”高 斯 主 元 素 请 去 法 


A= = LU. 


由 高 斯 消去 法 知道 ,在 消 元 过 程 中 可 能 出 现 a&’ 二 0 的 情况 ， 
这 时 消去 法 将 无 法 进行 ;即使 主 元 素 a 铬 关 0 但 很 小 时 ,用 其 作 除 
数 , 会 导致 其 他 元 素数 量 级 的 严重 增长 和 舍 入 误差 的 扩散 ,最 后 也 
使 得 计算 解 不 可 靠 . 
例 3 求解 方程 组 、 
0.001 2.000 3.0001 /zi 1. 000 
一 1.000 3.712 加 中 | 


一 2.000 1.072 5.643 
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用 4 位 浮 点 数 进行 计算 . 精确 解 舍 人 到 4 位 有 效 数字 为 
x” 一 (一 0.4904, —0.05104, 0.3675)7, 
解 〈 方 法 1) 用 高 斯 消去 法 求解 ， 
Mi =— 1. 000/0. 001 


0.001 2.000 3.9000; 0 1000 
: 一 一 100 
(41b)= 一 1.000 3.712 4.623 ;2.000 
mai 一 一 2. 000/0. 001 
一 2.000 1.072 5.543 :3.000 
一 一 2000 
10.001 2.000 3.000 :1.000 
; 71132 = 4001/2004 
> |0 2004 3005 : 1002 
: = 1.997 
0 4001 ”6006 : 2003 
0.001 2.000 3.000 :1.000 
> |0 2004 3005 : 1002 |， 
0 0 5,000 :2.000 
计算 解 为 


x 一 (—0.400,—0.09980,0.4000)7. 
显然 计算 解 x 是 一 个 很 坏 的 结果 ,不 能 作为 方程 组 的 近似 解 . 其 
原因 是 我 人 在 消 元 计算 时 用 了 小 主 元 0. 001, 使 得 约 化 后 的 方程 
组 元 素数 量 级 大 大 增长 ,经 再 含 人 使 得 在 计算 (3,3) 元 素 时 发 生 了 
严重 的 相 消 情况 ((3,3) 元 素 伟 人 到 第 4 位 数字 的 正确 值 是 
5. 922), 因 上 比 经 消 元 后 得 到 的 三 角形 方程 组 就 不 准确 了 . 
(方法 2) 交 换行 ,避免 绝对 值 小 的 主 元 作 除 数 . 
一 2.000 1.072 5.643:3.000 


: mz = 0. 5000 
(41D |—1.000 3.712 4.623 :2.000 
六 0.001 2.000 3.000 1000| 人 一 0005 
一 2.000 1.072 5.643 ; 3.000 
| 0 3.176 1.801 0.5000|mss = 0. 6300 
0 2.001 3.003 :1.002 | 
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一 2.000 1.072 5.643 : 3.000 
-~| 0 3.176 1.801 ; 0.5000 |， 
0 0 1. 868 : 0. 6870 
得 计算 解 为 
| x 一 (一 0.4900, — 0.05113, 0.3678)T 2 x*. 
这 个 例子 告诉 我 们 ,在 采用 高 斯 消去 法 解 方程 组 时 ,小 主 元 可 
能 产生 麻烦 , 故 应 避免 采用 绝对 值 小 的 主 元 素 < 忠 . 对 一 般 矩 阵 来 
说 ,最 好 每 一 步 选取 系数 矩阵 (或 消 元 后 的 低 阶 矩阵 ) 中 绝对 值 最 
大 的 元 素 作 为 主 元 素 , 以 使 高 斯 消去 法 具有 较 好 的 数值 稳定 性 . 
这 就 是 全 主 元 素 消去 法 ,在 选 主 元 时 要 花费 较 多 机 器 时 间 , 目 前 主 
要 使 用 的 是 列 主 元 消去 法 ,本 节 主 要 介绍 列 主 元 消去 法 ,并 假定 
(2. 1) 的 AE BR"x" 为 非 奇 异 的 . 


5. 3,1 列 主 元 素 消去 法 
设 方程 组 C2. 1) 的 增 广 矩 阵 为 


U1 Ci2 ai :bi 

CQ21 CQz2 C2 b2 
B= , 

Qnl Qn2 及 币 Um : b, 


首先 在 4 的 第 一 列 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 作 为 主 元 素 ， 
例如 
| aa | 一 max | aa | 关 0， 
然后 交换 B 的 第 1 行 与 第 i 行 , 经 第 1 次 消 元 计算 得 
(A 1b) -> (A® 1282). 
重复 上 述 过 程 , 设 已 完成 第 8 一 1 步 的 选 主 元 素 ,交换 两 行 及 
消 元 计算 ,(415) 约 化 为 
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Ull U12 CI Ql bi 
U22 U2k CC2 bs 
"|: ;i 
(A'® | 5 ) 一 : ， 


Um CQ :bs 


Qa 0 nam :br 
其 中 4% 的 元 素 仍 记 为 ay ,b* 的 元 素 仍 记 为 5.. 
第 上 步 选 主 元 素 ( 在 4“ 右 下 角 方 阵 的 第 1 列 内 选 ), 即 确定 
,使 
[ait |= max | oz | 天 0， 
交换 (42” |b*) 第 & 行 与 行 的 元 素 , 再 进行 消 元 计算 ,最 后 将 原 
方程 组 化 为 (8 二 1,2,*…,n 一 1) . 


CI1 C12 dln Tl bi 
U22 Us Xs, bs 
Qam ) (TX b, 


回 代 求 解 


Zn = bi/am; 
[Se (i = nm—1,.…,2,1). 
算法 3( 列 主 元 素 消 去 法 ) 设 Ax=b. 本 算法 用 和 的 具有 行 
交换 的 列 主 元 素 消去 法 , 消 元 结果 冲 掉 4, 乘 数 mi 冲 掉 a; ,计算 
解 x 冲 掉 常 数 项 ,行列 式 存放 在 det 中 . 
1，det- 一 1 
2 对 于 &=1,2,…，,2 一 1 
(1) 按 列 选 主 元 
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| aas | 一 max | aa | 
(2) 如 果 ae 一 0, 则 计算 停止 (det(4) 一 0) 
(3) 如 果 关 = 上 则 转 (4) 
换行 , os <>as ,Cj 二 ,十 1，… ,nn) 
bb 
det<—— det 
(4) 消 元 计算 
对 于 ;一 & 十 1，…，7 
(a) ax ma =aw/am 
(b) 对 于 j= 有 十 1，*… sn 
ay a — Pg 关 Ay 
Cc) bi<—b;— ma * be 
(5) det<-aau * det 
3. 如果 an 二 0， 则 计算 停止 (det(4) 一 0) 
4. 回 代 求 解 
(1) b,<—b, /am 
(2) 对 于 i 二 n 一 1,*"**,2,1 
b: <— (bi — ui x* b; ) /as 


了 一 计 1 
5，det<-caw x det 


例 3 的 (方法 2) 用 的 就 是 列 主 元 素 消去 法 . 
下 面 用 矩阵 运算 来 描述 解 (2.1) 的 列 主 元 案 消去 法 ， 列 主 元 
素 消 去 法 为 
LDA =A®, LhabY = 6, 
LilesA® = Ab, Ll b® by | 
其 中 工 , 的 元 素 满 足 | ma | 二 1(& 一 1,2,…,n 一 1), ,是 初等 置 
换 阵 ， 


(3. 1) 


5.3 高 斯 主 元 素 消 去 法 


利用 (3. 1) 得 到 
Leal LT 4 一 
简 记 为 
PA =U, Pb = b'", 
其 中 


P= LT, ,Lh Lh,. 
下 面 就 "一 4 来 考察 一 下 矩阵 五 
U=A® = Lk,.,Lh,, Ll A 
一 (Es LT ) Es bs Ll Bs) 
* (Tb, Ds )A = L,L,L,PA, 
其 中 
LD = ,Lb,,h,,, 
L; = E,, LT, ， 
L, = L,, 
P= 1 Tb,. 


(3. 2) 


由 习题 3 知 工 (k= 二 1,2,3) 亦 为 单位 下 三 角 阵 , 其 元 素 的 绝对 值 不 - 


超过 1. 记 
L"! 一 LL,r, 
由 (3. 2) 得 到 
PA = LU, 


其 中 尸 为 排列 矩阵 , 工 为 单位 下 三 角 阵 ,UD 为 上 三 角 阵 . 这 说 明 对 
(2. 1) 应 用 列 主 元 素 消 去 法 相当 于 对 (A415) 先 进行 一 系列 行 交换 
后 对 P4x 一 Pb 再 应 用 高 斯 消去 法 . 在 实际 计算 中 我 们 只 能 在 计 


算 过 程 中 做 行 的 交换 . 
总 结 以 上 的 讨论 有 


定理 8( 列 主 元 素 的 三 角 分 解 定理 ) ”如 果 4 为 非 奇 异 和 矩阵， 
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则 存在 排列 矩阵 PP 使 
PA = LU, 
其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 上 三 角 阵 . 
在 编程 实现 过 程 中 ,L 元 素 存 放 在 数组 A 的 下 三 角 部 分 ,U0 元 
素 存放 在 A 上 三 角 部 分 ,由 记录 主 行 的 整 型 数组 Ip(n) 可 知 P 的 
情况 . 


5. 3,2 高 斯 -车 当 消去 法 


高 斯 消去 法 始终 是 消去 对 角 线 下 方 的 元 素 , 现 考虑 高 斯 消去 
法 的 一 种 修正 , 即 消 去 对 角 线 下 方 和 上 方 的 元 素 , 这 种 方法 称 为 高 
斯 - 若 当 (Gauss-Jordan) 消 去 法 . 
设 用 高 斯 - 若 当 消去 法 已 完成 一 1 步 ,于 是 Ax==5b 化 为 等 价 
方程 组 A4%x=:b%* ,其 中 
1 0 . 0 aa 1 


1 … 0 Qh 。… zn : bs 
(4 | b™”)= 1 Qi Gil : bai |. 
从 有 Qn bs 


“» am : b, 
在 第 上 步 计算 时 (k= 二 1,2,…,n)，, 考 虚 对 上 述 矩 阵 的 第 & 行 
上 、 下 都 进行 消 元 计算 . 
1， 按 列 选 主 元 素 , 即 确定 立 使 
| ai | 一 max | as |. 
2. 换行 ( 尘 i 关 & 时) 交换 (415) 第 上 行 与 第 i 行 元 素 . 
3， 计算 乘 数 mx 二 一 aa/am (i 一 1,2,…,n 利 1k)， 


ma =1/an. 


他 地 ” 
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Cma 可 保存 在 存放 a 的 单元 中 ). 
4， 消 元 计算 
1 二 1,2,…,n 有 i 关上 
Ci ay 十 maag » 
了 一 四 十 1，……,7 
bi bmabe (== 1.2,…;n 有 i 3 &). 
5. 计算 主 行 
QE < Qian (7 一 AR 十 1，…，,72)， 


bs < Dem i . 


上 述 过 程 结 束 后 有 
1 ih 
1 :pb, 
(A |b)— CAD | b*t"*) 一 : 
1:8 


说 明 用 高 斯 - 若 当 方法 将 A 约 化 为 单位 矩阵 ,计算 解 就 在 常 
数 项 位 置 竹 到 ,因此 用 不 着 回 代 求 解 , 用 高 斯 - 若 当 方法 解 方 程 组 
其 计算 量 大 约 需 要 mn:/2 次 乘除 法 ,要 比 高 斯 消去 法 大 ,但 用 高 斯 - 
若 当 方法 求 一 个 矩阵 的 逆 矩 阵 还 是 比较 合适 的 . 

定理 9%( 高 斯 - 若 当 法 求 逆 征 阵 ) ” 设 和 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ,方程 组 
4 一 瑟 能 增 广 矩阵 为 C 一 (4 三 )， 如 果 对 C 应 用 高 斯 - 若 当 方法 
化 为 (二 17) , 则 4 一 工 

事实 上 , 求 4 的 逆 和 矩阵 4“, 即 求 4 阶 和 矩阵 半 , 使 4X 一 无, 其 
中 工 为 单位 矩阵 . 将 半 按 列 分 块 

X= (Xi xX" Xi), T= (el 2 @,), 
于 是 求解 AX=T 等 价 于 求解 个 方程 组 
Ax; 一 ej (i;=1,2,.…,n). 

我 们 可 用 高 斯 - 若 当 方法 求解 4X 一 瑟 . 

例 4 用 高 斯 -者 当 方法 求 
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(1 2 3 
A=|2 4 5 
3 5 6 
的 闭 矩 阵 47! 
1 2 3;1 0 0 (3 5 6:0 0 1 
解 C=|2 4 5i0 1 中 二 4 5;0 1 ， 
3 56001) ss3iloo 
1 5/3 21:0 0 1/3 
-第 1 次 消 元 。 0 273 1.0 1 -213 
0 1/3 1i1 0 一 173 
C3 
| 0 一 1/2 :0 -5/2 2 
NE 1 3/2 0 372 -| 
00 12 1 -1/2 0 
C2 
oo 1 -3 2 
一 010-3 3 -= 
001 2 -1 0 
C1 
且 mi 一 (zz mos Mma) = C3 MM; = (ms mass Mas )T 一 co， 


ms = mis ,m23 ,71233 ) 一 Cl. 

为 了 节省 内 存单 元 ,可 不 必 将 单位 矩阵 存放 起 来 ,c; 存放 在 A 
的 第 1 列 位 置 ,cs 存放 在 4 的 第 二 列 位 置 ,c 存放 在 4 的 第 3 列 
位 置 ,经 消 元 计算 ,最 后 再 调整 一 下 列 就 可 在 4 的 位 置 得 到 4-:!. 
注意 第 上 步 消 元 时 ,由 人 的 第 列 

ds = 〈a same sam) 


计算 
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且 冲 掉 ax. 
最 后 在 4 位 置 如 何 调整 列 呢 ! 事实 上 ,我 们 在 4 位 置 最 后 得 
到 和 矩阵 P4 注 4: (其 中 了 为 排列 阵 ) 的 首 和 矩阵 A7' ,于 是 
4 = Ai!'P. 


5.4 垂 阵 三 角 分 解法 


高 斯 消去 法 有 很 多 变形 ,有 的 是 高 斯 消去 法 的 改进 .改写 ,有 
的 是 用 于 某 一 类 特殊 性 质 和 矩阵 的 高 斯 消去 法 的 简化 . 


5.4.1 直接 三 角 分 解法 


将 高 斯 消去 法 改写 为 紧凑 形式 ,可 以 直接 从 矩阵 4 的 元 素 得 
到 计算 工 ,C 元 素 的 递 推 公式 ,而 不 需 任 何 中 间 步 又 ,这 就 是 所 谓 
直接 三 角 分 解法 . 一 旦 实现 了 和 矩阵 4 的 LU 分 解 ,那么 求解 Ax= 
b 的 问题 就 等 价 于 求解 两 个 三 角形 方程 组 

OD Ly==b, 求 y; 

Q@ Ux:=y, 求 x. 

1. 不 选 主 元 的 三 角 分 解法 

设 4 为 非 奇 异 和 矩阵 , 且 有 分 解 式 


A=IU, 
其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 上 三 角 阵 , 即 
1 ] {un wiz Ul 


4=|. .. 4.D) 
j 


Um 
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下 面 说 明 工 ,U 的 元 素 可 以 由 二 步 直 接 计算 定 出 ,其 中 第 ” 步 
定 出 品 的 第 r 行 和 工 的 第 ~ 列 元 素 . 由 (4.1) 有 : 
Qi 二 WG 二 1,2,…,n), 得 UU 的 第 1 行 元 素 ; 
ai 一 jx 一 at (7 二 2,…,n), 得 上 的 第 1 列 元 素 . 
设 已 经 定 出 U 的 第 1 行 到 第 ~ 一 1 行 元 素 与 上 的 第 1 列 到 第 
r 一 1 列 元 素 . 由 (4. 1) ,利用 和 矩阵 乘法 (注意 当 r<k 时 ,l= 二 0), 有 


给 > 一 1 
一 

dx 一 > 7 — > LeU 十 zz。 
k=1 k=1 


| 
Ur = an— aws (2 = rr 二 1,.,n), 
k=1 
又 由 (4. 1) 有 
nn ml 
Ux 一 Daug 一 D aa 二 Lu,. 
k=1 k=1 


总 结 上 述 讨论 ,得 到 用 直接 三 角 分 解法 解 Ax 二 b( 要 求 4 的 所 
有 顺序 主子 式 都 不 为 零 ) 的 计算 公式 . 

OD ui=ai(i=1,2, ,Nn), la=an/ui(i=2,3,.",n), 

计算 UU 的 第 r 行 ,LL 的 第 7 列 元 素 (r==2,3,*…,n). 


Ln 
© zi = dan 一 了 path (一 rr 十 1，…)7) 3; (4. 2) 
k=1 


ml 
Ol = (a — Dlaue)/u GG=7r+1l, Nn; 有 Hr) 


k=1 
(4. 3) 
求解 Ly=:5, Ux 一 y 的 计算 公式 ; 


y=; 

@ 1 (4.4) 
y=b— Dy (i=2,3,%,n); 

k=1 
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"| 


TX, = Vn/ Um; 


工 : 二 


(y: 一 > Ux ) /us 
k= 计 1 


(i=n—1,n—2,.…,1). 


(4.5) 


例 5 用 直接 三 角 分 解法 解 
1 2 3 天 f4 
2 5 2||zz|= |18|. 
3 1 5 ”| 昌 

解 ”用 分 解 公式 (4. 2) 一 (4. 3) 计 算得 
1 00If 2 3 

A=|2 1 0ll0 1 -| 
3 —5 ljlo 0 一 24 
求解 


Ly 二 (14,18,20)', 得 y= 二 (14, 一 10, 一 72)7， 
Ux 二 (14, 一 10, 一 72)', 得 x 二 (1,2,3)7, 
由 于 在 计算 机 实现 时 当 wu; 计 算 好 后 a 就 不 用 了 ,因此 计算 好 
工 ,D 的 元 素 后 就 存放 在 4 的 相应 位 置 . 例如 


CI CI CI3 Ql Ul U2 U3 Ua 

C2 CQC22 QW23 ‘U2 bz1 U22 U2z3 U24 
A -= 一 > 

Ud31 CQ32 Q33  G3< La1 lss Uss Us 

CQ41 Qs 443 CQ4: Lal La La3 Wa4 


最 后 在 存放 4 的 数组 中 得 到 工 ,U 的 元 素 . 

由 直接 三 角 分 解 计算 公式 ,需要 计算 形 如 . >)aib; 的 式 子 ,可 
采用 “ 双 精 度 累 加 ”, 以 提高 精度 . 

直接 分 解法 大 约 需要 /3 次 乘除 法 ,和 高 斯 消去 法 计算 量 基 
本 相同 . 
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如 果 已 经 实现 了 4 二 LU 的 分 解 计算 ,有 旦 L,U 保存 在 4 的 相 
应 位 置 , 则 用 直接 三 角 分 解法 解 具 有 相同 系数 的 方程 组 Ax 二 
(bibs… b) 是 相当 方便 的 ,每 解 一 个 方程 组 4x 一 已 仅 需要 增加 
n? 次 乘除 法 运算 . 

矩阵 A 的 分 解 公 式 (4,2),(4.3) 又 称 为 杜 利 特 尔 (Doolittle) 
分 解 . 

2. 选 主 元 的 三 角 分 解法 

从 直接 三 角 分 解 公式 可 看 出 当 w 二 0 时 计算 将 中 断 , 或 者 当 
uw 绝对 值 很 小 时 , 按 分 解 公式 计算 可 能 引起 舍 人 误差 的 累积 . 但 
如 果 和 4 非 奇 异 , 我 们 可 通过 交换 4 的 行 实现 矩阵 PA 的 LU 分 解 ， 
因此 可 采用 与 列 主 元 消去 法 类 似 的 方法 (可 以 证 明 下 述 方法 与 列 
主 元 消去 法 等 价 ) ,将 直接 三 角 分 解法 修改 为 (部 分 ) 选 主 元 的 三 角 


分 解法 . 
设 第 ~ 一 1 步 分解 已 完成 ,这 时 有 
Ul Ul2 “"° tl,r-] Ulr 机 Uin 
lz! U22 “" U2 ,+-1 U2r ” U2n 
A (| bl Wl Ur Un |. 
ZL Lr 机 bl Ur 办 Um 
nl Ln2 六 抽 | Ln CQ 四 Gm 


第 > 步 分 解 需 用 到 (4. 2) 及 (4. 3) 式 ,为 了 避免 用 小 的 数 必 作 除 
数 , 引 进 量 

3 一 Qi 一 3 一 rs 十],… ,1). 
于 是 有 


Um 一 s,s Ly = 5 /5 (一 六 十 1，…72)， 
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取 maxls|= 一 15 1, 交换 和 4 的 7 行 与 i, 行 元 素 , 将 5; 调 到 (7， 
门 位 置 (将 4z,7) 位 置 的 新 元 素 仍 记 为 总 及 az) ,于 是 有 [li 委 14 
一 r 十 1，…7z).， 由 此 再 进行 第 7 步 分 解 计算 ， 

算法 4( 选 主 元 的 三 角 分 解法 ) 设 Ax=b, 其 中 A 和 为 非 奇 异 
矩阵 . 本 算法 采用 选 主 元 的 三 角 分 解法 ,用 PA== 了 1; ，…' 了 ,4 
的 三 角 分 解 冲 掉 4 ,用 整 型 数组 Ip(Cz) 记 录 主 行 , 解 二 存放 在 内 . 

1， 对 于 > 一 1,2，…,7 

(1) 计算 s; 


一 1 

SN 。 

das sma— Lat (一 7 十 1，…)22) 
k=1 


(2) 选 主 元 |5,|=max|s|, Ip(r) i, 
(3) 交换 4 的 7 行 与 i, 行 元 素 
Qn TY Qi (i = 1,2,.…,n) 
《4) 计算 品 的 第 r 行 元 素 ,L 的 第 r 列 元 素 
Gar = Ur = $y 


ar ly = si/uy = ay/ar (i=r 二 1,… ,ny 且 7 关 1) 


di < Un 一 an 一 Daug 4 人 一 7 十 1, 2, 且 7> 尖 7) 
(这 时 有 |i; | 二 1). 
上 述 计 算 过 程 完成 后 就 实现 了 P4 的 LU 分 解 , 且 UU 保存 在 
4 的 上 三 角 部 分 ,LL 保存 在 4 的 下 三 角 部 分 ,排列 阵 P 由 Ip(n) 最 
后 记录 可 知 . 
求解 Ly=Pb 及 Ux 一 y. 
2. 对 于 i=1,…,n 一 1 
(1) t<—Ip(i) 
《2) 如果 i 二 t 则 转 C3) 
bi<—>b, 
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(3) (继续 循环 ) 


i-l1 
3. be bi Dlab: (i= 2,3,.,n) 
k= 1 


4. bs bs /tm obi < (bi— >) uabs )/us 
二 一 计 1 
(G 一 2 一 1，…，,1) 
利用 算法 4 的 结果 (实现 PA 二 LU 三 角 分 解 ) , 则 可 以 计算 4 
的 逆 和 矩阵 

4 = ULIP. 
利用 P4 的 三 角 分 解 计算 4 ' 步 又 : 
(1) 计算 上 三 角 和 矩阵 的 道 阵 U7!， 
(2) 计算 UT!L-!; 
(3) 交换 UT'L ' 列 (利用 Ip(n) 最 后 记录 ). 
上 述 方法 求 4 !' 大 约 需 要 mw 次 乘法 运算 ， 


5.4.2 平方 根 法 


应 用 有 限 元 法 解 结构 力学 问题 时 ,最 后 归结 为 求解 线性 方程 
组 ,系数 抢 阵 大 络 具 有 对 称 正定 性 质 . 所 谓 平 方 根 法 ,就 是 利用 对 
称 正定 矩阵 的 三 角 分 解 而 得 到 的 求解 对 称 正定 方 程 组 的 一 种 有 效 
方法 ,目前 在 计算 机 上 广泛 应 用 平方 根 法 解 此 类 方程 组 . 

设 和 4 为 对 称 和 矩阵 , 且 4 的 所 有 顺序 主子 式 均 不 为 零 ,由 本 章 
定理 7 知 ,A 可 唯一 分 解 为 如 (4. 1) 的 形式 . 

为 了 利用 4 的 对 称 性 ,将 U 再 分 解 为 


1 2 .on 
U11 zi1 U1l 
UW?2 U23 U2n 

U22 U22 °? 
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其 中 呈 为 对 角 阵 ,re 为 单位 上 三 角 阵 ， 于 是 
A=LIU = LDU,. (4.6) 
又 
A = AT =: UT (DL"), 
由 分 解 的 唯一 性 即 得 
Ur=L. 
代入 (4. 6) 得 到 对 称 矩 阵 4 的 分 解 式 A4 二 LDLT. 总 结 上 述 讨 论 有 
定理 10( 对 称 阵 的 三 角 分 解 定理 ) 设 和 4 为 n 阶 对 称 阵 ,日 A 
的 所 有 顺序 主子 式 均 不 为 零 , 则 A 可 唯一 分 解 为 
A = LDL", 
其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,D 为 对 角 阵 . 
现 设 4 为 对 称 正定 矩阵 . 首先 说 明 4 的 分 解 式 A4=LDL7 中 
D 的 对 角 元 素 d; 均 为 正 数 . 
事实 上 ,由 4 的 对 称 正定 性 ,5. 2 节 中 的 推论 成 立 , 即 
di= D>0,d=D,/D: >0 (i=2,3,.,n). 


于 是 
di [va Vadr 
DpD= . = “ .. 
d Vd Vd, 

=DiDt, 

由 定理 6 得 到 
A =LDL™T ~ LDiDiL™T — (LDY) (LDi)T 

=LiLi, 


其 中 工 二 LDi 为 下 三 角 和 矩阵 . 
定理 11( 对 称 正定 矩阵 的 三 角 分 解 或 Cholesky 分 解 ) 如果 
A 为 n 阶 对 称 正定 矩阵 , 则 存在 一 个 实 的 非 奇 异 下 三 角 阵 工 使 
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4 二 LL , 当 限 定 工 的 对 角 元 素 为 正 时 ,这 种 分 解 是 唯一 的 . 
下 面 我 们 用 直接 分 解 方法 来 确定 计算 工 元 素 的 递 推 公 式 . 


因为 
ln ll Lz1 机 La 
la ls2 lag le 
A 一 和 . . 外 
lal Ln 机 lm Lm 


9 


其 中 上 盖 0(G=:1,2, ,22).， 由 矩阵 乘法 及 拓 王 0( 当 7<R 时 ) ,得 


ji-1 
Qi 一 Dlala 一 Dlaln + lsls, 
k=1 k= 1 


于 是 得 到 解 对 称 正定 方程 组 Ax==b 的 平方 根 法 计算 公式 : 


对 于 了 7=:1,2，…，7 
. i 了 
1. b;; 一 (Qj 一 了 9 
k=1 
天 1 
2. ly 一 (ay 一 Daal ) /已 《2 二 了 十 1 ,n)， 
k=1 


求解 A4x==b, 即 求解 两 个 三 角形 方程 组 
(1) Ly 二 5, 求 y; (2) 工 Ix 一 y， 求 x. 


二 1 
3. yi 一 (Bi — Plays )/ls (1 = 1,2,.,n). 
k=1 


(4.7) 


(4. 8) 


4. zi= (bi— Dri)/ls (i= nn—1,.,1). 


4 一 二 1 
由 计算 公式 1 知 
aj 一 了 (=: 1,2,.,n), 
k=1 
所 以 ' 
全 委 Qj < max {ay }， 


1&i<n 


于 是 
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max1 记 )》 友 < Ia {a }. 

上 面 分 析 说 明 ,分 解 过 程 中 元 素 点 的 数量 级 不 会 增长 且 对 角 
元 素 凡 恒 为 正 数 . 于 是 不 选 主 元 素 的 平方 根 法 是 一 个 数值 稳定 的 
方法 . 

当 求 出 工 的 第 7 列 元 素 时 ,L7 的 第 7 行 元 素 亦 算出 . 所 以 平 
方 根 法 约 需 mw /6 次 乘除 法 ,大约 为 一 般 直 接 工 5 分 解法 计算 量 的 
一 半 . 

由 于 4 为 对 称 阵 ,因此 在 计算 机 实现 时 只 需 存储 4 的 下 三 角 
部 分 , 共 需 要 存储 nCn 十 1) /2 个 元 素 , 可 用 一 维 数组 存放 , 即 

Al(n" (nt1)/2) = {anya2 G2 yA An 9" yAm}. 

和 矩阵 元 素 45 一 维 数组 的 表示 为 .ACi， (i 一 1)/2 十 让, 工 的 元 素 存 
放 在 A 的 相应 位 置 . 

由 公式 (4.7) 看 出 ,用 平方 根 法 解 对 称 正定 方程 组 时 ,计算 工 
的 元 素 ;项 要 用 到 开 方 运算 . 为 了 避免 开 方 ,我 们 下 面 用 定理 10 
的 分 解 式 


A = LDL", 
即 
1 di 1 la a 
A 1 ds 1 ln 
ly lz "1 d, 1 


由 和 抢 阵 乘法 ,并 注意 让 一 1， 《二 一 0(J<R) 9 得 


“=— PID) = Dadula 


一 Sa 十 lad jlj. 
于 是 得 到 计算 工 的 元 素 及 DD 的 对 角 元 素 公式 : 
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对 于 z 一 1 ,2，……，7。 


产 1 
1. b= (a— Ddida)/d OG=1,2,.,i—1); (4.9) 
k=1 


2. di = i— Sga,. 
为 了 避免 重复 计算 ,我 们 引进 
ty 一 lsdj， 
由 (4. 9) 得 到 按 行 计 算 工 , 工 元 素 的 公式 : 
di = all 


对 于 i==2,3,*…,n. 
I—1 

ly =m Daln, (=1,2,,i— 1); 
k=1 

2. =ty/d; (j=1,2,.",i— 1); 


i 
3. di = 0a— Dtals. (4. 10) 


计算 出 T=LD 的 第 ; 行 元 素 ty (j= 二 1,2,…,i 一 1) 后 ,存放 在 
和 的 第 i 行 相应 位 置 ,然后 再 计算 工 的 第 i 行 元 素 , 存 放 在 4 的 第 
i 行 . DD 的 对 角 元 素 存 放 在 A 的 相应 位 置 . 例如 


Ci1l di 
21 422 对 称 La d; 
A= — 
C31 U32 U33 lal ls ds 
Cal Qa2 Q43 C44 ta to ts aa 
di 
la da 
— 
lal lz ds 


Lal laz las da 
对 称 正定 矩阵 A 按 LDLT 分 解 和 按 LLT 分 解 计算 量 差不多 ， 
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但 LDL' 分 解 不 需要 开 方 计算 . 
求解 Ly 二 b,， DL"'x==y 计算 公式 
1 一 六 ; 
4. il (4.11) 
> = 6 — Plays (1 = 2,， ,1) 


Tu = Yr/dn; 
x = yi/di— Dare (一 7 一 1, 2,1). 
天 一 计 1 
计算 公式 (4. 10) ,(4. 11) 称 为 改进 的 平方 根 法 . 
5s.4.3 追赶 法 


在 一 些 实际 问题 中 ,例如 解 常 微分 方程 边 值 问题 , 解 热传导 方 
程 以 及 船体 数学 放样 中 建立 三 次 样 条 孙 数 等 ,都 会 要 求解 系数 和 矩 
阵 为 对 角 占 优 的 三 对 角 线 方程 组 


bl ci Xi fi 

az bz C2 Ts fz: 
一 ， 《4. 12) 

ah 1 0 1 cl | [zai fri 

a On /x fn 


简 记 为 4+==f. 其 中 , 当 |; 一 川 >1 时 ,a; 二 0, 且 : 

(a) lb |>|c|>0; 

(b) |6;| 宏 jail+)el, ac 天 0 (i=2,3,.,n—1); 

(Cc) Jb,|> Ja,|>0. 

我 们 利用 抢 阵 的 直接 三 角 分 解法 来 推导 解 三 对 角 线 方程 组 
(4. 12) 的 计算 公式 . 由 系数 阵 4 的 特点 ,可 以 将 A 分 解 为 两 个 三 
角 阵 的 乘积 , 即 

4 一 工 U， 
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其 中 工 为 下 三 角 和 矩阵 ,U 为 单位 上 三 角 和 矩阵 . 下 面 我 们 来 说 明 这 
种 分 解 是 可 能 的 . 设 


b! cl 
dz bs cs 
和 一 
Qn1 61 Cal 
a: b; (4. 13) 
oa 1 hb 
| 了 2 1 
-一 8 ， 
rs Qn 1 


其 中 ai ,Br 为 待定 系数 .比较 (4. 13) 两 边 即 得 


bl 一 aycl = oh, 
Qi = risb; = riB +a (i= 2, ,n), (4. 14) 
c= ap GG=2,3,.,n— 1). 
由 二 负 关 0, | 放 |a| 之 0, B= 二 ci/b1, 得 0 过 iB | 过 1. 下 面 我 
们 用 归纳 法 证 级 
| | >>1c 天 0 G=122 一 1)， (4. 15) 
即 0 过 1B | 过 1. 从 而 由 (4.14) 可 求 出 &. 
(4.15) 对 i 二 1 是 成 立 的 . 现 设 (4.15) 对 i 一 1 成立 ,求证 对 
亦 成 立 . 
由 归纳 法 假设 0 二 |8_; | 二 1, 又 由 (4.15) 及 4 的 假设 条 件 有 
| oa |=|1 6;— aB |2| 6b; |—| aB | 
>15; | 一 | a; | 之 | ci | 关 0， 
也 就 是 0 二 |B8| 二 1. 由 (4. 14) 得 到 
a =6— ap (i= 2,,n); 
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B=c/(b~apn) (i=2,3,.%,n— 1). 
”这 就 是 说 ,由 4 的 假设 条 件 ,我们 完全 确定 了 {ai}， {B.}，{ri), 实 
现 了 A 的 LU 分 解 . 
求解 4x 二 了 等 价 于 解 两 个 三 角形 方程 组 
(1) Ly 二 ff, 求 y; (2) Ux 二 y, 求 x. 
从 而 得 到 解 三 对 角 线 方程 组 的 追赶 法 公式 : 
1. 计算 (8B) 的 递 推 公式 


B=c1/bi, 

及 一 cy bi—aiBi) (i=2,3, ,nO—1); 

2. 解 Ly 二 f 

y=fi/b, 

y= Cfi—ayi)/bi—aBi) (i=2,3,°",n); 
3. 解 Ux 一 y 

Xn Yr 


zi=y—Bris (i=n—1,n—2,,2,1). 

我 们 将 计算 系数 B=>B>… 一 Bi 及 2 yz 全 yn 的 过 程 
称 为 追 的 过 程 , 将 计算 方程 组 的 解 z, 一 zx,-1 习 … 一 Zz! 的 过 程 称 为 
赶 的 过 程 . 

总 结 上 述 讨论 有 

定理 12 设 有 三 对 角 线 方程 组 hx 一 了 , 其 中 4 满足 条 件 
《a) ,《b),(c), 则 有 4 为 非 奇 异 矩 阵 且 追赶 法 计算 公式 中 的 (oa),{B) 
满足 : 

1° 0<181<1 Gi=1,2,,n—1); 

2° 0<i|c | 1al<|a|<||+la| (i=2,3,, 
n—1); 

0<i|b,|—|as|<lo,|<|6,|+|a,l. 
追赶 法 公式 实际 上 就 是 把 高 斯 消去 法 用 到 求解 三 对 角 线 方程 
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组 上 去 的 结果 . 这 时 由 于 4 特别 简单 ,因此 使 得 求解 的 计算 公式 
非常 简单 ,而 且 计 算 量 仅 为 5m 一 4 次 乘除 法 ,而 另外 增加 解 一 个 方 
程 组 Ax 一 了; 仅 增加 3n 一 2 次 乘除 运算 . 易 见 追赶 法 的 计算 量 是 
比较 小 的 . 

由 定理 13 的 了 ,2 "说明 追赶 法 计算 公式 中 不 会 出 现 中 间 结 果 
数量 级 的 巨大 增长 和 舍 人 误差 的 严重 累积 . 

在 计算 机 实现 时 我 们 只 需 用 三 个 一 维 数 组 分 别 存储 4 的 三 
条 线 元 素 {a ) , {65;), {ci}), 此 外 还 需要 用 两 组 工作 单元 保存 {8.)， 
{3 或 {xri). | 
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为 了 研究 线性 方程 组 近似 解 的 误差 估计 和 和 迭代 法 的 收敛 
性 ,我 们 需要 对 R"(n 维 向 量 空间 ) 中 向 量 ( 或 Rx* 中 和 矩阵) 的 “大 
小 ?引进 某 种 度量 向 量 ( 或 矩阵 ) 范 数 的 概念 . 向 量 范 数 概念 
是 三 维 欧 氏 空间 中 向 量 长 度 概念 的 推广 ,在 数值 分 析 中 起 着 重要 
作用 . 

首先 将 向 量 长 度 概念 推广 到 R"( 或 C" ) 中 . 

定义 1 设 x= (zzzo)T， yy 一 (yn) 区 


R"( 或 C"). 将 实数 (x,y) 一 yx 一 2 ziyi( 或 复数 (x,y) 一 yx 一 
zy; 称 为 向 量 x,y 的 数量 积 . 将 非 负 实数 | zx |。 一 (x,x)! 一 
i=1 


(DD 六 或 |x|: 一 (rz 一 (> | x1)! 称 为 向 量 x 的 欧 
氏 范 数 . 
下 述 定理 可 在 线性 代数 书 中 找到 . 
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定理 13 设 x,yER"( 或 C"). 则 

1. 《xy 一 0， 当 且 仅 当 x 一 0 时 成 立 ; 

2. (ax ,yp) 二 a(x,y)， a 为 实数 (或 (x,ay) = 二 a(x,y)， a 为 复 
数 ); 

3，(kx,y) 二 (y,X) (或 (x,y) 一 (yy,xX)); 

4. Cx x y= Cx y) Cx, ys 

5. 《Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 

HCxsy) xl. | yl, 

等 式 当 且 仅 当 x 与 y 线性 相关 时 成 立 ; 

6. 三 角 不 等 式 

[x+yl; < xls ty. 

我 们 还 可 以 用 其 他 办 法 来 度量 R" 中 向 量 的 “大 小 ”. 例如 ,对 
于 x 二 (zi ,Xz2)TER ,可 以 用 一 个 x 的 函数 NN (x) 一 max|zi| 来 度 
量 x 的 “大 小 ”, 而 且 这 种 度量 x* 大 小 ”的 方法 计算 起 来 比 欧 氏 范 
数 方便 . 在 许多 应 用 中 ,对 度量 向 量 x* 大 小 ”的 函数 NCx) 都 要 求 
是 正定 的 、 齐 次 的 且 满 足 三 角 不 等 式 . 下 面 我 们 给 出 向 量 范 数 的 
一 般 定义 . 

定义 2( 向 量 的 范 数 ) 如 果 向 量 xE R"( 或 C") 的 某 个 实 值 函 
数 N(x) 二 xj, 满足 条 件 : 

(1) 上 x 中 守 0C 由 x=0 当 且 仅 当 x=0) (正定 条 件 )， 

C2) lax [=lal xl ,Ya€ER( 或 a€E OQ), (5. 1) 

《3) 上 x 二 y1 志 上 x 十 上 By 中 (三 角 不 等 式 )， 
则 称 NC(x) 是 R" (或 C") 上 的 一 个 向 量 范 数 (或 模 ). 由 (C3) 可 推出 
不 等 式 

《4) | 一 下 了 4 入 上 x 一 省 (5. 2) 

下 面 我 们 给 出 几 种 常用 的 向 量 范 数 . 

1. 向 最 的 co- 范 数 (最 大 范 数 ): 
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| xl ~ 一 IaX | zi |. 
容易 验证 这 样 定 义 的 向 量 x 的 函数 N (x) 二 x 上 满足 向 量 范 数 
的 三 个 条 件 ， 
2， 向量 的 1- 范 数 ， 


EE 
同样 可 证 NGx) -|| x | 是 Re 上 的 一 个 向 量 范 数 
3, 向 量 的 2- 范 数 ， 
[rls = G0 = (28), 
由 定理 13 知 NG%) 一 |x: 是 Rr 上 一 个 向 量 范 数 , 称 为 向 量 x 


的 欧 氏 范 数 . 

4. 向 量 的 廊 范 数 : 

x), = C02 | zi 1), 

其 中 pE[Ll,ce), 可 以 证 明 向 量 函 数 N(x) 二 上 x 上 ,是 R" 上 向 量 
的 范 数 旦 容易 说 明 上 述 三 种 范 数 是 p- 范 数 的 特殊 情况 (| x= 
lim | zh,). 

例 6 计算 向 量 x 一 (1, 一 2,3)" 的 各 种 范 数 . 

解 | x1=6, | x| =3, | x| ;=Vi4. 

定义 3 设 {x*%) 为 R" 中 一 向 量 序 列 ,x ER”, 记 x 中 = 
(x ， x > XK)T, x* = (x7 TE )T™, 如 果 limz 和 9 = zx (人 
二 1,2,…,n)， 则 称 x 收 敛 于 向 量 x* , 记 为 

- limx®™” 二 x*. 

定理 14CN(x) 的 连续 性 ) 设 非 负 函 数 N(x)== 上 x 为 R” 

上 任 一 向 量 范 数 , 则 N(x) 是 x 的 分 量 T1372 9 Tn 的 连续 函数 . 
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证 明 设 x= >) zieiy 了 一 》)yiei 其 中 e 一 (0 1 0 
i=1 1 


0)7. 
只 须 证 明 当 x->y 时 N(x) 一 N(y) 即 成 . 事实 上 


[NGO— NCOy) 1=| x olyl le Hx—yl 
-1 De — ye 


<D la le 


<lx-yl- Dlel, 
即 |Nz 一 NO) | 委 clx 一 ~- 一 0 ( 当 x 一 y 时 )， 
其 中 Del. 
定理 15( 向 量 范 数 的 等 价 性 〉 设 上 x 上,， | x 上 ,为 R*? 上 向 
量 的 任意 两 种 范 数 , 则 存在 常数 ci,c* 盖 0, 使 得 对 一 切 xE R" 有 
alxl,<< xll,<e | xi,. 
证 明 ”只 要 就 xj ,== 中 x 中 证明 上 式 成 立即 可 , 即 证 明 存 
在 常数 Cl ,cz 0 ,使 
c xl 之 ,对 一 切 xER* 且 x 关 0. 


xz。 


考虑 证 函 


fx) = |x, 守 >0,x€R". 
记 S=={x| 上 x==1, xER"}, 则 S 是 一 个 有 界 闭 集 . 由 于 f(x) 
为 S 上 的 连续 函数 ,所 以 f(x) 于 S 上 达到 最 大 最 小 值 , 即 存在 
x ,x ES 使 得 


f(x) = minf x) =a, fx) = maxf lx) = ei. 
x€ES " xES 


» 200 ， 第 5 章 解 线性 方程 组 的 直接 方法 


设 xER" 且 荆 天 0， 则 于 一 一 [x TT- ES， 从 而 有 


Cl </(T)< C2 9 (5. 3) 
显然 cl，cz 二 0， 上 式 为 


< cz， 


“<|T 寺 -| 
即 
cz 委 下 zh 入 cixzl， 对 一 切 xE R". 
注意 ,定理 15 不 能 推广 到 无 穷 维 空间 . 由 定理 15 可 得 到 结 
论 : 如 果 在 一 种 范 数 意 义 下 向 量 序列 收敛 时 , 则 在 任何 一 种 范 数 
意义 下 该 向 量 序列 均 收敛. 
定理 16 mx 一 zelimlxo 一 xz | 一 0, 其 中 上。| 为 
向 量 的 任 一 种 范 数 . 
证 明 显然 ,Timxr =x* Slim x 一 x* | 二 0, 而 对 于 R” 
上 人寿 一 种 范 数 上。 上 ,由 定理 15 ,存在 常数 c ,cz >0 使 
alx®e x alx exc)x® x 中,, 
于 是 又 有 
lim | Ke 一 2 |. = 0 lim x®—x*||=0. 
下 面 我 们 将 向 量 范 数 概念 推广 到 矩阵 上 去 . 视 R“" 中 的 矩阵 
为 R" 中 的 向 量 , 则 由 R” 上 的 2- 范 数 可 以 得 到 R"" 中 矩阵 的 一 
种 范 数 


F(A) = | As = (Sa,)’, 
i=1 


称 为 4 的 Fropenius 范 数 . 上 4 上 :显然 满足 正定 性 、 齐 次 性 及 三 
角 不 等 式 . 
下 面 我 们 给 出 矩阵 范 数 的 一 般 定 义 . 
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定义 4( 和 矩阵 的 范 数 ) ”如 果 和 矩阵 A4ER”** 的 某 个 非 负 的 实 值 
函数 N(C4)= 141 ,满足 条 件 

(1) 上 A411 宇 0( A1==0 和 SA4=0) (正定 条 件 ); 

(2) =|c| Al, c 为 实数 ( 齐 次 条 件 ); (5.4) 

(3) 4 十 Bj 志 上 4j 十 BI 《三 角 不 等 式 ) ; 

C4) HABA BI. 

则 称 N(4) 是 R" 上 的 一 个 矩阵 范 数 (或 模 ). 

上 面 我 们 定义 的 FC4) 二 上 4 中: 就 是 RX"* 上 的 一 个 矩阵 
范 数 . 

由 于 在 大 多 数 与 估计 有 关 的 问题 中 ,矩阵 和 向 量 会 同时 参与 
讨论 ,所 以 希望 引进 一 种 矩阵 的 范 数 , 它 是 和 向 量 范 数 相 联系 而 且 
和 向 量 范 数 相 容 的 , 即 对 任何 向 量 xE R" 及 A ER"”" 都 成 立 

外 4x < ADHx). (5.5) 

为 此 我 们 再 引进 一 种 矩阵 的 范 数 . 

定义 S( 和 矩阵 的 算 子 范 数 ) 设 xER"，A4ER" ,给 出 一 种 向 
量 范 数 x 上 ,如 w==1,2 或 co), 相应 地 定义 一 个 矩阵 的 非 负 桨 数 


1 ax 1 。 
| xl， 


可 验证 1 4 | .满足 定 广 4( 见 下 面 定理 ) ,所 以 1 4A1, 是 R*”* 上 算 
阵 的 一 个 范 数 , 称 为 4 的 算 子 范 数 . 

定理 17 设 | xl. 是 R" 上 一 个 向 量 范 数 , 则 上 4| .是 及 
上 和 抢 阵 的 范 数 , 且 满 足 相 容 条 件 

Axl,< |All, Nx,. (5.7) 

证 了 明 ”由 (5.6) 相 容 性 条 件 (5.7) 是 显然 的 , 现 只 验证 定义 4 
中 条 件 (4). 

由 (5.7), 有 

| 4B> | .< AN Bx lAl,.|BI, xi， 


(5. 6) 


外 4 让。 = max 
x7-0 
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当 x 关 0 时 ,和 有 


< Al, 1B1., 
故 
1aB 1 = max {ABx 1 < JAN,IBI.. 
x0 x 


显然 这 种 矩阵 的 范 数 ‖ 和, 依赖 于 向 量 范 数 x 上, 的 具体 
含义 ， 也 就 是 说 , 当 给 出 一 种 具体 的 向 量 范 数 1 xz 站 . 时 ,相应 地 就 
得 到 了 一 种 短 阵 范 数 ‖ 4 | ,. 

定理 18 设 xER", AER"”™", 则 


1. I[Al. = = mex | as | 〈 称 为 4 的 行 范 数 )， 


2. A411= max > | cy | 〈 称 为 4 的 列 范 数 )， 


1<j<n fT 
3. 上 41s 一 VimdATA) ( 称 为 4 的 2- 范 数 )， 
其 中 mx(414) 表 示 A'A 的 最 大 特征 值 . 
证 明 只 就 1,3 给 出 证 明 ,2 同 理 . 
1. 设 x= (zi… ,Xx,)!' 关 0, 不 妨 设 4 和 0.、 记 


t 一 lx, 一 max | x = ex [| ay |， 
则 
| Ax | - = max| Dye < ;| 


Xt max 2) | Qi |. 
这 说 明 对 任何 非 零 xE R", 有 
14z = < 六 (5. 8) 


| x | =- 
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下 面 米 说 明 有 一 向 量 加 天 0 使 -一 入 设 / 
2 | ai; | ， 到 向量 xz = (zi…zo)I， 其 中 zx 一 Sgn(Caiy ) 
Gj 一 1,2,… ,10), 显然 | ml = 1， 且 Ax。 的 第 入 个 分 量 为 
>7awzi = 27 | au | ,这 说 明 


n 
| A || = max | > ay7i 
1Sign! 全 


TS 


= 2 low 1 一 人 
3. 由 于 对 一 切 xER"， | Ax | 1 = (Ax ,Ax) = (ATAx ,x) 0, 
从 而 4'4 的 特征 值 为 非 负 实 数 , 设 为 
和 汪汪 宇和 加 宇 0. (5. 9) 
A' 和 为 对 称 和 矩阵 , 设 w ,ws ， 


…,U, 为 ATA 的 相应 于 (5.9) 的 特 
征 向 量 且 (w;,u;)=6; ,又 设 XER’ 为 任 一 非 零 向 量 , 于 是 有 


其 中 < 为 组 合 系数 , 则 | 


纹 
1 Axi (4I4xx) _ 2 < 
下 xz (x,xX) mie 


另 一 方面 , 取 x 二 ty,; 则 上 式 等 号 成 立 , 故 
上 Al; = max A 2 = VA = Vn A A). 

由 定理 18 看 出 ,计算 一 个 矩阵 的 上 A 上。, 上 上 41 还 是 比较 
容易 的 ,而 矩阵 的 2- 范 数 儿 41: 在 计算 上 不 方便 ,但 是 矩阵 的 
2- 范 数 具 有 许多 好 的 性 质 , 它 在 理论 上 是 非常 有 用 的 . 

明 7 设 4 一 | ， “4| 计算 人 的 各 种 范 数 | 


， 204 。 第 5 章 解 线性 方程 组 的 直接 方法 


解 J 中 Al 一 6 4 = 7,， | A 5.477, 


| AI, -V15+V22T a 5.46. 
我 们 指出 ,对 于 复 矩 阵 ( 即 AEC””) 定 理 18 中 1,2. 显然 也 
成 立 , 对 于 :应 改 为 


x iAAx 172 百 
A411; = max( 了 ) = VAm (ATA). 


定义 6 设 AER”" 的 特征 值 为 4;(i 一 1,2,…,n), 称 
0(A) 一 max 14; | 

为 4 的 谱 半 径 . 

定理 19( 特 征 值 上 界 ) 设 AER"”", 则 p(4) 志 AlW, 即 4 
的 谱 半径 不 超过 4 的 任何 一 种 算 子 范 数 ( 对 上 4 1 r 亦 对 ). 

证 明 设 人 是 4 的 任 一 特征 值 ,x 为 相应 的 特征 向 量 , 则 Ax 
二 Xx ,由 (5.7) 得 

[Aj lxi = lx = lAxl < lAllxl, 
注意 到 | x | 关 0， 即 得 
II 委 141. 

定理 20 如果 4ER" 为 对 称 矩 阵 , 则 141 :一 2(4). 

证 明 留 车 习 题 . 

定理 21 如果 | 如 由 <1, 则 TI 士 吾 为 非 奇异 矩阵 , 且 


| CT 士 3) | 委 


其 中 站 ， 是 指 矩 阵 的 算 子 范 数 . 
证 明 ”用 反 证 法 . 若 det(1 一 B) 一 0, 则 (I 一 B)x 一 0 有 非 零 


ll 
1— Bi 


解 , 即 存在 xo 天 0 使 Bx 一 xo， [1 一 ]， 故 | B ll 之 1， 与 假设 


了 矛盾. 又 由 (I 一 8B)(I 一 B) ' 一 I, 有 
(I—B) :=1-+B(U—B), 
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从 而 
TartB7 lili+lBllda+tB) ll, 


1 
六 vl < 
1 一 B 1 < 


5.6 误差 分 析 


5.6.1 矩阵 的 条 件数 


考虑 线性 方程 组 
Ax = b， 

其 中 设 4 往 非 奇异 矩阵 ,x 为 方程 组 的 精确 解 . 

由 于 4( 或 四 元 素 是 测量 得 到 的 ,或 者 是 计算 的 结果 ,在 第 一 
种 情况 4( 或 信 常 带 有 某 些 观测 误差 ,在 后 一 种 情况 A( 或 b) 又 包 
含有 伟人 误差 . 因此 我 们 处 理 的 实际 和 矩阵 是 4 十 闪 (或 2 十 品 ) ,下 
面 我 们 来 研究 数据 A( 或 刀 的 微小 误差 对 解 的 影响 . 即 考虑 估计 
x 一 y, 其 中 y 是 (4 十 MM)y=b 的 解 . 

首先 考察 一 个 例子 . 

例 8 设 有 方程 组 


Xl 


2 
-| (6.0 
2 


1 
1 1.0001j zs 
记 为 kx 一 5, 它 的 精确 解 为 x= 一 (2,0) . 


现在 考虑 常数 项 的 微小 变化 对 方程 组 解 的 影响 , 即 考察 方 


程 组 
1 1 2 
| > 一 | | » (6. 2) 
[1 1.0001| ly, 2. 0001 


也 可 表示 为 A(x 十 久 ) 一 b 十 印 , 其 中 人 部 二 (0,0.0001)",，y 二 x 十 
6x ,x 为 (6. 1) 的 解 ， 显然 方程 组 6. 2) 的 解 为 x 十 6x 一 (1,1)T. 
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我 们 看 到 (6. 1) 的 常数 项 5 的 第 2 个 分 量 只 有 T0055 的 微小 变 


化 ,方程 组 的 解 却 变 化 很 大 . 这 样 的 方程 组 称 为 病态 方程 组 . 
定义 7 如 果 怎 阵 4 或 常数 项 8 的 微小 变化 ,引起 方程 组 hx 
二 b 解 的 巨大 变化 , 则 称 此 方程 组 为 “病态 ”方程 组 ,矩阵 A 称 为 
“病态 ”矩阵 (用 对 于 方程 组 而 言 ) ,否则 称 方程 组 为 “ 良 态 ”方程 组 ， 
4 称 为 " 良 态 ”矩阵 . 
应 该 注意 ,矩阵 的 “病态 ”性 质 是 抢 阵 本 身 的 特 人 性 ,下 面 我 们 希 
望 找 出 刻画 拖 阵 “病态 ”性 的 设 有 方程 组 
= 上 b， (6. 3) 
其 中 4 为 非 奇 异 阵 ,x 为 (6. 2 确 解 .以 下 我 们 研究 方程 组 的 
系数 矩阵 4( 或 六 的 微小 误差 (扰动 ) 时 对 解 的 影响 . 
现 设 4 是 精确 的 ,2 有 误差 6b , 解 为 x 十 6x , 则 
A(lx++6r) = b+p, xr = A-b, 


< (6. 4) 
由 (6. 3) 
< 
1 14 | '“( 设 b 关 0). (6. 5) 
xl 5 


于 是 由 (6.4) 及 (6.5), 得 
定理 22 设 A 是 非 冶 异 阵 ,Ax= 二 b 隆 0, 有 是 
Al(x 十 Ox) =b 十 多 ， 
Cx | 
过 | < | 
上 式 给 出 了 解 的 相对 误差 的 上 界 ,常数 项 b 的 棚 对 误差 在 解 
中 可 能 放大 1‖ 4 一 上 上 4 1 倍 . 
现 设 b 是 精确 的 ,4 有 微小 误差 (扰动 )64 , 解 为 x 十 6x, 则 
(4 十 )(x 十 bx) 二 上 b， 


则 4 1A 
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(A OA)6xr =— (04 )x. (6. 6) 
如 果 MM 不 受 限制 的 话 ,A4 十 64 可 能 奇异 ,而 
(4 十 人 ) = A(T 十 A 164)， 
由 定理 21 纯 , 当 上 4716 二 1 时 , (I 十 4"164) ! 存 在 .由 
(6.6) 式 
bx 一 一 (十 4184)-4-1(64)x， 


| 42 aal zl 

因此 | ox | 二 1 二 | 4-1(64) | ， 
设 A711 8 <1, 即 得 

1 | 64 | 

| 
lal < a (6 7 
xl 1 64 | “ 
TYE 


定理 23 设 和 4 为 非 奇 异 矩 阵 ,Ax 一 b 隐 0, 且 
(A 十 和 )(x 十 x) = 二 了 . 
如 果 | 4 | 让 过 1, 则 (6.7) 式 成 立 . 
如 果 中 充分 小 , 且 在 条 件 上 4 1 1 让 <1 下 ,那么 (6.7) 式 


说 明和 矩阵 A 的 相对 误差 -| 兴 让 在 解 中 可 能 放大 | 4 | 上 4 | 信 


总 之 , 基 1 4 1 141 愈 小 ,由 4( 或 切 的 相对 误差 引起 的 解 
的 相对 误差 就 您 小 ; 量 ‖1 4 一 141 愈 大 , 解 的 相对 误差 就 可 能 
愈 大 . 所 以 量 1 4- 1 14 上 实际 上 刻画 了 解 对 原始 数据 变化 的 
灵敏 程度 ,即刻 画 了 方程 组 的 “病态 ”程度 ,于 是 引进 下 述 定义 ， 

定义 8 设 和 4 为 非 奇 异 阵 , 称 数 cond(4), 一 4! 上 ,| 有 41， 
(v 二 1,2 或 co) 为 矩阵 4 的 条 件数 . 

由 此 看 出 矩阵 的 条 件数 与 范 数 有 关 . 

矩阵 的 条 件数 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ,由 上 面 讨论 知 , 当 A 和 的 
条 件数 相对 的 大 , 即 cond(4) 污 1 时 , 则 (6.3) 是 “病态 ”的 ( 即 和 4 是 
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“病态 ”矩阵 ,或 者 说 A 是 坏 条 件 的 ,相对 于 解 方程 组 ), 当 4 的 条 件 
数 相 对 的 小 , 则 (6. 3) 是 “ 良 态 ” 的 (或 者 说 4 是 好 条 件 的 ), 注意 , 方 
程 组 病态 性 质 是 方程 组 本 身 的 特性 . 4 的 条 件数 愈 大 ,方程 组 的 病 
态 程度 愈 严重 ,也 就 愈 难 用 一 般 的 计算 方法 求 得 比较 准确 的 解 . 

通常 使 用 的 条 件数 ,有 

(1) cond(4) -一 上 4 外 4 

(2) 4 的 谱 条 件数 


AAA 
cond(h) = Als A = 


当 和 为 对 称 逢 阵 时 


cond(A), = |， 
其 中 心 , ,为 4 的 绝对 值 最 大 和 绝对 值 最 小 的 特征 值 . 
条 件数 的 性 质 : 
1. 对 任何 非 奇 异 和 矩阵 4, 都 有 cond(4). 之 1. 事实 上 ， 
condt4) = 4 1141. 兰 11472411 一 1313 
2. 设 4 为 非 奇 异 阵 且 c 和 夫 0( 常 数 ), 则 
cond(cA ), = cond(A),; 
3. 如 果 4 为 正 交 矩阵 , 则 cond(4), = 二 1; 如 果 4 为 非 奇 异 矩 
阵 , 为 正 交 和 矩阵 , 则 
cond(RA ), = cond(4R)。 = cond(A),. 


例 9 已 知 希 尔 伯 特 CHilbert) 和 矩阵 


1 1 
! 2 n 
1 1 1 
-2 3 n+ |， 
1 1 1 
n 1 十 2 272 一 1 
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计算 fH; 的 条 件数 . 


解 
1 1 
1 一 二 
2 3 9 一 36 30 
~ 1 1 1 _ 
H, = 5 5 II Hi = 36 192 1801. 
1 1 | 30 一 180 180 
|13 4 5 


(1) 计算 且 ; 条 件数 cond(H,). 
| H; | ,=11/6, || Hj! | .=408, 所 以 cond(H;), 一 748. 
同样 可 计算 cond(Hs), 一 2. 9X10’', cond(H;)。 = 二 9. 85X10:. 当 
2 愈 大 时 ,HH, 矩阵 病态 愈 严重 . 
(2) 考虑 方程 组 
Hsx = (11/6, 13/12, 47/60)7 一 b, 
设 于 及 b 交 微小 误差 ( 取 3 位 有 效 数字 ) 有 


1.00 0.500 0.3331 [zi 十 Gz) 1.83 
0.500 0.333 0.250| jz 十 oz 二 11.08 |， (6.8) 
0.333 0.250 0.200| [zx; 十 2， 0.783 


简 记 为 (Hs -+-6H;) (x 十 红 ) 一 b 十 六， 方程 组 Hsx==b 与 (6.8) 的 精 
确 解 分 别 为 : x = 二 (1, 1, 1)',， x 二 6x 二 (1.089512538，, 
0. 487967062，1. 491002798)T. 于 是 

6x = (0.0895, — 0.5120, 0. 4910)T， 


1 5H; | - _ 

[HT ~ 
| 5b | | ex || ~ 
As0.182%, sz 51.2%. 
To %, eT % 


这 就 是 说 H; 与 b 相 对 误差 不 超过 0.3%, 而 引起 解 的 相对 误差 超 
过 50%. 
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由 上 面 的 讨论 ,要 判别 一 个 矩阵 是 否 病态 需要 计算 条 件数 
cond(4)= 一 | 4 上 4 ， 而 计算 4 是 比较 费劲 的 ,那么 在 实 
际 计 算 中 如 何 发 现 病态 情况 呢 ? 

(1) 如 果 在 4 的 三 角 约 化 时 (尤其 是 用 主 元 素 消 去 法 解 (6. 3) 
时 ) 出 现 小 主 元 ,对 大 多 数 抢 阵 来 说 ,4 是 病态 矩阵 . 例如 用 选 主 
元 的 直接 三 角 分 解法 解 方程 组 (6.8) (结果 使 人 为 3 位 浮 点 数 )， 
则 有 


1 
Ls(H; 十 是:) 一 |0.333 1 
0.500 0.994 1 
1 0.5000 0.3330 
xX 0.0835 0. 0891 | 一 LU. 


— 0. 00507 

(2) 系数 矩阵 的 行列 式 值 相 对 说 很 小 ,或 系数 矩阵 某 些 行 近 
似 线性 相关 ,这 时 4 可 能 病态 . 

(3) 系数 矩阵 4 元 素 间 数 量 级 相差 很 大 ,并 且 无 一 定 规则 ,4 
可 能 病态 . 

用 选 主 元 素 的 消去 法 不 能 解决 病态 问题 ,对 于 病态 方程 组 可 
采用 高 精度 的 算术 运算 (采用 双 倍 字 长 进行 运算 ) 或 者 采用 预 处 理 
方法 . 即将 求解 hx 二 5b 转化 为 一 等 价 方程 组 

PAQy = Pb; 
. { = Qix. 
选择 非 奇异 矩阵 P,Q 使 
cond( PAQ) << cond(A). 
一 般 选 择 P,Q 为 对 角 阵 或 者 三 角 矩 阵 ， 

当 和 矩阵 4 的 元 素 大 小 不 均 时 ,对 4 的 行 (或 列 ) 引 进 适 当 的 比 

例 因 子 ( 使 所 阵 4 的 所 有 行 或 列 按 co- 范 数 大 体 上 有 相同 的 长 度 ， 
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使 A 的 系数 均衡 ), 对 和 的 条 件数 是 有 影响 的 . 这 种 方法 不 能 保证 
4 的 条 件数 一 定 得 到 改善 . 


例 10 设 
| "| 四 四 
一 9 (6. 9) 
1 1 Xo 2 : 
计算 cond (4).. 
1 10: 1 一 工 10: 
入 一 9 4 A ?9 
| ?| wi| 1 | 
‘is (二 10 4 
cond(4)- = 1 一 六 全 10°, 
现在 4 的 第 一 行 引进 比例 因子 . 如 用 $1 = maxla| 二 104 除 第 一 
个 方程 式 , 得 4‘x= 二 5 , 即 
1 -上 
一 9》 (6. 10) 
1 1 TX2 2 
i 1 一 ] 1 
a 
于 是 
') 1 ~ 
cond(4 )- = TI 一 0 祥 4. 
当 用 列 主 元 消去 法 解 (6.9) 时 (计算 到 三 位 数字 )， 
1 104 ， 104 
(A|1b)— | | 
0 一 104 :一 104 


于 是 得 到 很 坏 的 结果 ， Xs 二 1， ZI 一 0. 
现 用 灭 主 元 消去 法 解 (6. 10) ,得 到 
, 1 1 :2 1 1:2 
1 | | 中 
10 1 :1 
从 而 得 到 较 好 的 计算 解 : z 一 1， zz 一 1. 
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设 x 为 方程 组 Ax==b 的 近似 解 , 于 是 可 计算 x 的 剩余 向 量 
二 b 一 Ax , 当 r 很 小 时 ,x 是 否 为 Ax 二 5b 一 个 较 好 的 近似 解 呢 ?下 
述 定 理 给 出 了 解答 . 

定理 24( 事 后 误差 估计 ) 设 A4 为 非 奇异 矩阵 ,x 是 4xz 一 0 天 0 
的 精确 解 . 再 设 x 是 此 方程 组 的 近似 解 ,r=b 一 Ax， 则 


| x—x| 


rl 
< 二 | 。 。 .11 
Txi 全 cond(A) | (6.11) 
证 明 由 x 一 x 二 A 7!'r, 得 
和 xz 一 xz HATl lrl, (6. 12) 
又 有 
1 | 4 
_ 二 ， < ， 


(6. 13) 
由 (6. 12) 及 (6. 13) 即 得 到 (6. 11). 
(6. 11) 式 说 明 ,近似 解 x 的 精度 (误差 界 ) 不 仅 依 赖 于 剩余 > 
的 “大 小 ”, 而 导 依 赖 于 4 的 条 件数 ， 当 4 是 病态 时 ,即使 有 很 小 的 
剩余 r, 也 不 能 保证 x 是 高 精度 的 近似 解 . 


5.6.2 迁 代 改善 法 


设 4x 一 b, 其 中 A4ER"”" 为 非 奇 异 矩 阵 , 且 为 病态 方程 组 (但 
不 过 分 病态 )， 当 求 得 方程 组 的 近似 解 x ,下 面 研究 改善 方程 组 近 
似 解 x; 精度 的 方法 . 

首先 用 选 主 元 三 角 分 解法 实现 分 解 计算 

PA = LU, 

其 中 PP 为 置换 阵 , 工 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 上 三 角 阵 , 且 求 得 计算 
解 xi. 

现 利 用 x 的 剩余 向 量 来 提高 x 的 精度 . 
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计算 剩余 向 量 
ri =b— Ax, (6. 14) 
求解 Ad = ,得 到 的 解 记 为 d1. 然后 改善 
2 二 x 十 和 . (6. 15) 


显然 ,如 果 (6. 14)， (6. 15) 及 解 Ad 一 ri 的 计算 没有 误差 , 则 

xz 就 是 Ax 二 b 的 精确 解 . 事实 上 ， 
2 一 4CO0 十 而 ) 一 Ar 十 4d = Axi 十 ri 二 上 . 

但 是 ,在 实际 计算 中 ,由 于 有 舍 入 误差 ,x 只 是 方程 组 的 近似 解 ， 
重复 (6.14),(6.15) 过 程 ,就 产生 一 近似 解 序列 {x;} ,有 时 可 能 得 
到 比较 好 的 近似 . 

算法 5( 和 迭代 改善 法 ) 设 4x = 二 b, 其 中 AE R"*" 为 非 奇 异 矩 
阵 , 且 Ax==b 为 病态 方程 组 (但 不 过 分 病态 ) ,用 选 主 元 分 解法 实 
现 PA 二 LU 及 计算 解 x1. 本 算法 用 迭代 改善 法 提高 近似 解 x 精 
度 . 设计 算 机 字 长 为 1, 用 数组 A(n,n) 保 存 4 元素 ,数组 CCn,n) 
保存 三 角 和 矩阵 工 及 UU, 用 Ip(n) 记 录 行 交换 信息 ,zn) 存 贮 x 及 
XxX，r《n) 保 存 ri 或 di， 

1. 用 选 主 元 三 角 分 解 实行 分 解 计算 

PA 二 LU 且 求 计算 解 x; (用 单 精度 ) 

2. 对 于 =1,2,…，, NN。 

(1) 计算 产 =8 一 4xt( 用 原始 4 及 双 精 度 计算 ) 


Ly=Pr, 多 
(2) 求解 工 Ud 一 Pr ， 加 | (用 单 精 度 计算 ) 
上 一. 


(3) 如 果 上 和 /x 二 10- 则 输出 ,xi ri; 停机 

(4) 改善 Wai 一 总 十 由 (用 单 精度 计算 ) 

3. 输 与 迭代 改善 方法 迭代 N。 次 失败 信息 

当 4x:== 不 是 过 分 病态 时 ,和 迭代 改善 法 是 比较 好 的 改进 近似 
解 精度 的 一 种 方法 , 当 Ax=6 非常 病态 时 , {x) 可 能 不 收敛 . 
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迭代 改善 法 的 实现 要 依赖 于 机 器 及 需要 保留 4 的 原始 副本 . 
例 11 用 和 迭代 改善 法 解 
1.0303 ”0.990301 fz 2. 4944 
0.99030 0. 528 | | |- 四 3988 
(这 里 8=10, :一 5, 用 5 位 浮 点 数 运算 )， 
解 ” 精 确 解 x* = (1. 2240, 1. 2454)T( 爸 人 到 小 数 后 第 4 
位 ). 
容易 计算 
cond(A),, = | A 4 1。 = ?2x2000 = 4000. 
首先 实现 分 解 计算 A 二 LU, 且 求 xi. 
和 01 f1.0303 0.99030 
加 ous | | 0., 000g | 
且 得 计算 解 x 二 (1.2560,1.2121)7. 
应 用 迭代 改善 法 需要 用 原始 矩阵 A 且 用 双 倍 字 长 精度 计算 
剩余 向 量 "一 4 一 4x ,其 他 计算 用 单 精度 . 计算 如 下 表 . 


| ( 记 为 hx 一 六) 


Te2 


Xl "1 dl Xz r2 d; 


1.2560 5.7X10-” 一 0.03220 |1.2238 1.18X10” 2.285X10 一 


1.2121 3.3715 久 10- 0.033502 1.2456 9X10-” 一 2.365X10-: 


xs = (1. 2240, 1. 2454)7T， 

rs 一 (一 0.682 X 10™, —0.659 X 10 5)7, 

ds = (0.2717 X 107, 一 0.3515 x 10™)7, 
如 果 x 需要 更 多 的 数位 ,过 代 可 以 继续 . 


5. 7 和 抑 阵 的 正 交 三 角 化 及 应 用 


本 节 介 绍 初等 反射 阵 及 平面 旋转 阵 , 和 矩阵 正 交 约 化 ,它们 在 矩 
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阵 计算 中 起 着 重要 作用 . 
5.7.1 初等 反射 阵 


定义 9 设 向 量 wER"* 且 wTwmw 一 1, 称 矩阵 
H(w) 一 工 一 2wwT 
为 初等 反射 阵 ( 或 称 为 豪 斯 霍 尔 德 (Householder) 变换 )， 如果 记 


WwW= (wi UW; so ,wa ) 9 则 


1—2w? 一 2rorp 一 2rolron 

一 2xoro 12wi 2 ww, 
H(w) = , 

— 2 2 … 1 一 2 


定理 25 设 有 初等 反射 阵 吾 = 了 一 2ww ， 其 中 ww 一 1, 则 : 
(1) H 是 对 称 和 矩阵 , 即 HY =:H. 
(2) H 是 正 交 和 矩阵 , 即 HT!=H. 
(3) 设 4 为 对 称 和 矩阵 ,那么 4 一 H"'!AH 一 HAH 亦 是 对 称 
矩阵 . 
证 明 .只 证 HH 的 正 交 性 ,其 他 显然 . 
Hi'H =H: = (1 -2ww') (I — 2ww") 

| JT— 4ww’ 4w wiw)w 一 了 工 

设 向 节 wu 关 0, 则 显然 


T 
H=1—2- 


Tus 
是 一 个 初等 反射 阵 . 

下 面 考察 初等 反射 阵 的 几何 意义 . 考虑 以 w 为 法 向 量 且 过 原 
点 O 的 超 平面 S: w'x==0. 设 任意 向 量 vER", 则 v= 一 x 十 y, 其 中 
ES,yES-. 于 是 


Hx 一 (一 2wpT)x 一 YX 一 2wwTx = xX. 
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对 于 JE S+ , 易 知 百 ?一 一 了 ,从 而 对 任意 向 量 vyE R", 总 有 
Hy=x—y=vy, 

其 中 vv 为 v 关 于 平面 S 的 镜面 反射 ( 见 图 5-1). 

初等 反射 矩阵 在 计算 上 的 意义 
是 它 能 用 来 约 化 矩阵 ,例如 设 向 量 x 
了 0, 可 选择 一 初等 反射 阵 旦 使 Hx 
二 oe1， 为 此 给 出 下 面 定理 . 

定理 26 设 x,y 为 两 个 不 相等 
的 >” 维 向 量 ， | x | ,= | 了 上 2, 则 在 
在 一 个 初等 反射 阵 百 , 使 Hx=y. 

证 明 令 w 一 Te 人 , 则 得 到 一 个 初等 反射 阵 


| x 一 


H=I_ 2wr = 2 7 (xt yr), 


| x 一 了 | 
而 且 
XxX» UT 工 
Hx 一 xx 一 2 [二 yx y )x 
x 2 KEI xX) 
| x—ylz 
因为 
x—yli = C(x— yx y) = 2(x Tx— yx), 
所 以 


Hx =x—(x--y)=y. 
容易 说 明 ,w 是 使 Hx 王 y 成 立 的 唯一 长 度 等 于 1 的 向 量 (不 
计 符 号 ). 
定理 27( 约 化 定理 ) 设 x= (zi,Zzz，… ,xs)' 关 0, 则 存在 初等 
反射 阵 瑟 使 Hx 二 一 oei ,其 中 
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H=1—B'iu’, 
o= sgn(zx1) | x|,, 
下 一 X 十 ael， 
B= 六 上 ul = alot). 
证 明 记 y= 一 oe1, 设 x 关 y, 取 o= 十 xl;; 则 有 x;= 
上 yz， 于 是 由 定理 26 存在 H 变换 
H=1— 2ww!,， 
__ xtoe yo 
人 
记 W 二 x 十 吧 1 三 (wi ,Wz，,… ,us) .于 是 


uu 1,.,,T 
ali {BP ww, 


其 中 WU= (rio, x ,Ts p 一 也 | u | 2 . 
有 一 去 上 we 上 一 序 (Ce 十 Oo 十 夏 十 全 十 芭 ) 


H=I1—2 


二 0(0 十 ZX1). 
如 果 r 和 zi 异 号 ,那么 计算 wi 十 o 时 有 效 数 字 可 能 损失 ,我 
们 取 = 和 :2 有 相同 的 符号 , 即 取 
一 sgnCzi) | x 2 一 senCz)( 
在 计算 时 ,可 能 上 溢 或 下 溢 ,为 了 避免 溢出 ,将 xx 规 范 化 
4 一 1zl- ,zx 王子 ( 设 d 关 0)、 
则 有 H' 使 五 x 一 ael ,其 中 
H =1I— (8) uu’, 
| =o/d,u = u/d, bP = b/d’, 
H=H. 
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算法 6 设 X= (Xl 9TC29°"" ,Xa)' 关 0, 本 算法 计算 u’， BRo 使 
(I 一 BP iu Tx 二 一 oe1u 的 分 量 冲 掉 x 的 分 量 . 
(1) 计算 d d= 二 max | 蔗 ; | 
1<ien 
(2) Xi < ui = Zzi/d (1 = 1,2,°.,n) 


(3) o <— sgn(ui) DN 
i=1 


(4)wwu+o 

(5) Be Tx*u 

(6)o<— Ad1x0 

关于 HA 的 计算 , 设 A= (a C2 a) ER™™", 其 中 di 为 和 的 
第 i 列 向 量 , 则 

HA 一 (Ha Ha;: Ha.,), 
因此 计算 HA 就 是 要 计算 
Ha; = (I-—Piw')a = a— (Pu au (i=1,2,.,n). 

于 是 计算 Ha; 只 需 计算 两 向 量 的 数量 积 和 两 向 量 的 加 法 . 计 

算 HA 只 需 作 2nm 次 乘法 运算 . 


5.7.2 平面 旋转 矩阵 


设 xyE 有 , 则 变换 
| cosO0 | 


一 Sing cosO0 


Yi EE 
y: 2 
是 平面 上 向 量 的 一 个 旋转 变换 ,其 中 
cos0 | 


一 sin0 cos0 


| 或 y= Px 


P.O) = | 
为 正 交 矩阵. 
R" 中 变换 : y 了 一 Px， 
其 中 一 (Xx1 Cy DT y= (yi ,yz yw) 而 
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1 J 
1 
1 

cos0 sing i 

1 

P= P(i,j, = . 

1 
一 sinb coso J 
1 
1 


称 为 R" 中 平面 {zi ,zj;} 的 旋转 变换 (或 称 为 吉文 斯 (Givens) 变 换 )， 
P 一 P(i,;,9) 二 P(i,j) 称 为 平面 旋转 和 矩阵. 

显然 ,P(i,j, 人 ) 具 有 性 质 ，: 

(1) 与 单位 阵 I 只 是 在 Gi, 让 ,i,7),(j, 人 让 , (I, 门 位 置 元 素 
不 一 样 ,其 他 相同 . 

(2) 忆 为 正 交 矩阵 (P-: 二 P). 

(3) P(i,7)A( 左 乘 ) 只 需 计 算 第 i 行 与 第 j 行 元 素 , 即 对 4= 
(ai ) wx 有 


2 
|= c "| 网 (1 = 1,2,.,n). 
Qi 一 3 CC Qi 


其 中 c==c2s9, s 二 sin0. 
(4) AP(i,7)( 右 习 ) 只 需 计算 第 i 列 与 第 ; 列 元 素 


， 7 C 3 
(as ， GD) 一 《au， az ) (人 = 1,2,.,m). 
一 5 CcC 


利用 平面 旋转 变换 ,可 使 向 量 x 中 的 指定 元 素 变 为 零 . 
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定理 28( 然 化 定理 ) 设 x=(zi sz,… zy,… sz)7, 其 中 
zi， Zz) 不 全 为 零 , 则 可 选择 平面 旋转 阵 PCi,j,9) ,使 
i j . 
Px = (zy yr st 0s Ta )!, 
其 中 zi 一 好 十 好 ,90 一 arctan(zj; /xi). 
证 明 取 : 一 cos0 一 zy/zi ，s 一 sin0 一 局 /zi 由 了 PGi,y 0)x 一 
二 《Zi TT" 2，) 7 利用 矩阵 乘法 ,显然 有 
zx! = cz， 十 Si， 
2 一 一 Si 十 czri) 
ZL 一 Ar (kA ij). 
于 是 ,由 c,s 的 取 法 得 
zx! 一 V 好 十 好， 一 0. 
s.7.3 和 振 阵 的 QR 分 解 


下 面 讨 论 蛋 正 交 和 矩阵 来 约 化 和 矩阵 ,可 得 到 下 述 结果 . 
设 AE R"" 晶 为 非 零 短 阵 , 则 存在 初等 反射 阵 H，, H,,…， 
H. 使 
H,…H2HiA 一 4A“? (上 梯形 ). 
设 有 
Ull Ci2 “0 Uln 
4 一 4 = “9 2 和 ” 二 《qj qs … qa,) ( 按 列 分 块 ). 
Uml Cona2 "pm 
(7. 1) 
(1) 第 1 步 约 化 : 如 果 a=0, 取 Hl = 了, 邑 这 一 步 不 需要 约 
化 ,不 妨 设 @ 尖 0, 于 是 可 选取 初等 反射 阵 Hi 一 1 一 1uiuf 使 
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Hiail =:— oe. 
于 是 | 
HA 一 (Ba Ha: : Ha,) 
a a 
0 a a —% rr B, 
本 0 6 5 | 
0 a .aD 


其 中 C2 = (0b? ye ,a2)TER™! ， D, ER™ DX 


(2) 第 & 步 约 化 : 设 已 完成 对 A 上 述 第 1 步 … 第 & 一 1 步 的 约 


化 ,再 进行 第 & 步 约 化. 即 存在 初等 反射 阵 Hi ,于 … 


H, | "…H,H.A 一 A® 9 
其 中 


(2) (2) (2) 
一 0 Qiz CI-1 QI 
。 (3) (3) 
— 02 G2k—l G2k 
8) (1) 
4 ”二 OR-l Qi- 天 
k 
a 
ky) 
a 


R: r, 下 1 一 1 
[0 ec, D,lm-ket+l’ 


其 中 ,及 为 & 一 1 阶 上 三 角 阵 ,ci ER”*+1， D,ER'™- 


于， 1 使 


(2) 
Gln 


(3) 
G2n 


C1) 
CE-1n 


< 多 


天 
a 


k++1)X (nk) 


不 妨 设 天 0 ,否则 这 一 步 不 需要 约 化 (如 果 4 列 满 秩 , 则 ec 


天 0). 于 是 ,可 选取 初等 反射 阵 Hi = 二 I 一 Br iuiwu/7 使 
Hic: 一 一 0eel。 


令 
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第 上 步 约 化 为 
H.A®'® ~HHi *"H,HiA 一 A 


-| 


0 H’ 0 ce D. 
到 re B, 
“lo He 了 Dj 


其 中 4 左上 角 & 阶 子 矩 阵 为 & 阶 上 三 角 阵 Rh ,这 就 使 A 三 
角 化 过 程 前 进 了 一 步 . 

令 := 一 min(m 一 1,2), 继 续 上 述 过 程 , 最 后 有 

H.…H;HA = A 一 RC 上 梯形 ). 

第 k 步 需要 计算 (oi， Uk, Be) 及 HiD; ,第 k 步 约 化 大 约 需 要 
2。(m 一 & 十 1,(n 一 k) 次 乘法 运算 . 

总 结 上 述 讨论 给 出 下 述 结果 . 

定理 29( 和 矩阵 的 正 交 约 化 ) 设 AER”" 目 A0,s=min(m 
一 1,7) , 则 存在 初等 反射 阵 Hi ,H, ,…,H, 使 

H,…H,HA 一 R( 上 梯形 )， 

且 计 算 量 约 为 pm 一 mn /3( 当 m 宇 n) 次 乘法 运算 . 

定理 30( 算 阵 的 QR 分 解 ) 

(1) 设 4ERzx" 目 4 的 秩 为 (> ， 则 存在 初等 反射 阵 
Hi,H,,…,H, 使 


R 
H,.*…H,.HA 一 | | » 


其 中 R 为 n 阶 非 奇 异 上 三 角 阵 . 
(2) 设 4ER 为 非 奇 异 矩 阵 , 则 和 A 有 分 解 
A= QR, 
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其 中 Q 为 起 交 和 矩阵 ,R 为 上 三 角 甜 阵 . 且 当 R 具有 正 对 角 元 时 ,分 
解 唯 一 . 

证 明 1) 由 定理 29 可 得 . 

《2) 庄 设 及 定理 29 存在 初等 反射 阵 于 ,H;,… ,HH,- ,使 


mi nz Tin 
722 °°%* Yon| . 
H,1°…H,HA 一 。 。 三 R. 
Pm 


记 Q'=H,i …H: Hi, 则 上 式 为 
QA=R, 
即 A = QR,， 
其 中 Q 为 正 交 和 矩阵 ,R 为 上 三 角 阵 . 
唯一 性 . 设 有 A 二 QRi = Q:R, ,其 中 Q1,0; 为 正 交 阵 ,R, ,R: 
为 非 奇 异 上 三 角 阵 , 且 Ri ,Rs 具有 正 对 角 元 素 , 则 
AT™A = RIQIQR, = RIR,, 
A'A = Ri0Q7Q,R, = RIiR;. 
由 假设 及 对 称 正定 矩阵 ATA 的 Cholesky 分 解 的 唯一 性 , 则 
Ri = 二 R:. 从 而 可 得 CQ = 和 2:. 
下 面 泛 虚 用 平面 旋转 变换 来 约 化 矩阵 . 
定理 31( 用 吉文 斯 变换 计算 矩阵 的 QR 分 解 ) 设 AER"™" 为 
非 奇 异 和 矩阵 , 则 
(1) 存在 正 交 和 扼 阵 P,P ,… ,Pi 使 


m1 re Tin 
722 ?2n 

P, 1:.…P,PA 一 。 。 三 RR. 
Tm 


(2) A 有 QR 分 解 
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A= QR, 
其 中 8 为 正 交 阵 ,R 为 非 奇 异 上 三 角 阵 , 且 当 RR 对 角 元 素 都 为 正 
时 ,分 解 是 唯一 的 . 

证 了 明 (1) 第 1 步 约 化 : 由 设 有 j(1 志 二 n) 使 aj 关 0. 车 aj 
天 0G 一 2,…,m) , 则 可 选择 吉文 斯 变换 PO ,j) (jj 一 2,…,n) 使 


nl 六 2 Tn 
a os as?) 
P(1,n)..…P(l,2)A 一 。 三 上 2 ， 


a a 


可 简 记 为 PA4=4” ,其 中 Pi 二 P(1,n)…P(1,2). 
(2) 第 & 堵 约 化 : 设 上 述 过 程 已 完成 第 1 步 至 第 & 一 1 步 , 于 


ml re2 rig 扩 抽 Tl1n 

Tez Fp Ton 
Pi 1°*%P,PiA = ” ”| 二 A® 
kl 21 1 有 A 二 三 ， 


CD CQ 人 


CO ac 


由 设 有 j(n 之 j 之 有) 使 < 各 天 0, 若 ao 多 关 00 一 人 十 1)， 则 
可 选择 吉文 斯 变换 PG,j) (二 十 1,… ,nn) 使 
PA® =Plk,n) Pk kT 1)A® 
=PP,1*…PA = A*,， 
其 中 P 寺 PC(k,n)…P(k,k 十 1). 
(3) 继续 上 述 约 化 过 程 ,最 后 则 有 
P, 1…P,P.A 一 R (上 三 角 阵 )， 
其 中 P 为 正 交 阵 ( 为 一 系列 平面 旋转 阵 的 乘积 ). 记 CT 一己 ,… 
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Pi, 则 4 有 QR 分解 
A= QR, 
其 中 Q 为 正 交 和 矩阵 ,R 为 非 奇 异 上 三 角 阵 . 


用 下 变换 实现 4 的 正 交 三 角 约 化 需要 二 m 次 乘法 ,n 次 开 方 


运算 ,而 用 吉文 斯 变换 约 化 计算 约 需 要 壬 吉 次 乘法 ,他 次 开 方 运 
算 . 这 说 明 , 对 一 般 短 阵 Ac Rw" 用 吉文 斯 变换 实现 4 正 交 三 角 
约 化 比 用 可 变换 实现 4 正 交 三 角 约 化 ,计算 量 要 大 一 倍 . 但是， 
如 果 4 为 三 对 角 阵 或 上 豪 斯 霍 尔 德 阵 ,利用 吉文 斯 变换 实现 A 正 
交 三 角 约 化 要 简单 .经 济 . 


5.7.4 求解 超 定 方程 组 


设 hx 一 b, 其 中 AE R”"， 当 m 之 n 时 称 为 超 定 方程 组 ,一 般 
地 ,没有 通常 意义 下 的 解 . 
线性 最 小 二 乘 问题 : 对 超 定 方 程 组 ,寻求 x" ER" 使 
minl|b—Axrl|i= lb—Ax" i. 


xER 


如 果 使 上 式 成 立 的 x” ER" 存 在 , 称 x 为 超 定 方程 组 最 小 二 乘 解 . 
，” 记 残 差 向 量 r 一 8 一 4Ax, 于 是 
rl 5 一 Ar 有 = Db Ya), 
即 寻 求 x* 二 (x? ,zx*)" ER" 使 偏差 x; 的 平方 和 最 小 . 
设 4ER" (72) 且 4 具有 线性 无 关 的 列 , 可 利用 4 的 正 交 
约 化 来 求 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 
由 正 交 约 化 定理 ,可 选择 初等 反射 阵 HH ,H,,… ,HH, 使 
H,-…H,HA = Cy ， 
0 m—n 


且 同 时 约 化 常数 项 
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C\n 
H,*…H;Hib = ( ) ， 
d/m—n 


其 中 ,及 ER" 为 非 奇异 矩阵 ,ecE R". 
令 Q=H,*…H,H, ,于 是 
C R c— Rx 
0 =@-0 (0 ( a) 
因为 8 为 正 交 和 矩阵 ,所 以 
人 关上 = lrli= le—Rrli+ ladali> ladl? 
《对 任何 x € R"). 
从 而 ,当选 取 x' 为 Rx 二 c 的 解 时 , 则 
minl rli = 1b—Ar i= lr ls, 


且 达 到 极 小 的 残 差 向 量 : 


0 
rr” 一 HB, ( 让 
d 


算法 7( 超 定 方程 组 ) 设 Ax=:b, 其 中 AER”"(m>n), 且 设 
rank(4) 一 2( 列 满 秩 ) ,本 算法 利用 正 交 三 角 约 化 H,…H;HiA= 


R 
(0 )， 其 中 RER”…" 为 非 奇异 阵 , 求 x* ER" 使 min 5 一 Ax 上 一 


5 一 4x" 上， 达到 极 小 的 残 差 向 量 冲 掉 纹 . 
(1) 正 交 约 化 
对 于 有 一 1，2，…，7 
1) 4 一 HA 和 4 〈 即 计算 De< 一 本 Di) 
2) b—H.b 
(2) cte0， (二 121) 
(3) 求解 三 角形 方程 组 , 求 最 小 二 乘 解 x* 
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Rx=c 
(4) be—0 (i1=1,2,.,n) 
(5) 求 达 到 极 小 的 残 差 向 量 
对 于 有 二 n,n 一 1,*…,1 
b<- Hb 
算法 7 是 解 线 性 最 小 二 乘 问题 的 一 个 非常 稳定 的 方法 . 
例 12 用 正 交 约 化 方法 求 超 定 方程 组 


2 一 1 1 

8 4 0 
1 

2 1 ( )= 1 
2 

7 一 1 8 

4 0 3 


的 最 小 二 犬 解 . 
解 记 (41b) 寺 (qi as a3), AE RX?, rank(A)=2. 
(1) 正 交 约 化 
(a) 利用 算法 6 ,选择 豆 一 了 一 8 了 机 于 7 使 Hiai 一 一 oie@， 
其 中 
of 一 1.463087， 
ui = (1.713087, 1, 0.25, 0.875, 0,5)7, 
Bi = of (0.25++ of) = 2.506395， 
ol = 11.704696. 
于 是 
一 11.704696 一 2.135895 一 6.151378 
3.336931 一 4.174556 
Hi (410) 一 ”0.8342327 一 0.043639 | . 
一 1.580185 4.347264 
一 0.331535 ”0.912722 
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C(b) 对 于 ec = (3.336931，0.8342327， 一 1.580185， 
一 0.331535)7 利用 算法 6, 确 定 碟 =1 一 B81wusus7 使 Hc = 
一 Oo el 。 | 
os = 1,138589, 
us = (2.138689, 0. 249999, — 0.4735444, 一 0.09935326)7， 
Bs = 2.435302, 


mm 一 3.799727， 
于 是 
一 11.704696 一 2.135895 一 6.151378 
0 一 3.799727 5.563212 
HH(A|D) = 1.094643 
2. 191146 
0. 460352 
及 5 
“lo "|. 


(2) 求解 Rx 二 c, 即 
—11.704696 — 2.135895| fzxi 一 6.151378 
0 一 3.799727j lz | 5.563212)’ 
得 到 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 
， kg 
x 二 。 
一 1,46108 


评注 


对 于 良 态 问题 ,高 斯 消去 法 也 可 能 给 出 很 坏 的 结果 , 即 说 明 这 
个 算法 是 不 稳定 的 . 在 高 斯 消去 法 中 引进 选 主 元 的 技巧 ,就 得 到 
了 解 方 程 组 区 完全 主 元 素 消去 法 和 列 主 元 素 消去 法 , 选 主 元 素 技 


习 题 。229 。 


巧 的 根本 作用 是 为 了 对 增长 因子 ( 即 r= max | ax |/a ,其 中 a = 
| a= max las 1，42 一 (ca 多 )) 进 行 控制 , 即 对 舍 人 误 
差 的 增长 加 以 控制 ， 由 此 ,完全 选 主 素 消去 法 及 列 主 元 消去 法 是 
数值 稳定 的 算法 . 这 两 种 方法 都 是 计算 机 上 人 解 线性 方程 组 的 有 效 
方法 . 但 通常 用 列 主 元 消去 法 即 可 . 

从 代数 土 看 ,直接 分 解法 和 商 斯 消去 法 本 质 上 一 样 ,但 如 果 我 
们 采用 “ 双 精 度 累 加 ”计算 > ,ai ,那么 直接 三 角 分 解法 的 精度 要 
比 高 斯 消去 法 为 高 . 

对 于 对 称 正定 方程 组 ,采用 不 选 主 元 素 的 平方 根 法 (或 改进 的 
平方 根 法 ?求解 适宜 . 理论 分 析 指 出 , 解 对 称 正定 方程 组 的 平方 根 
法 是 一 个 稳定 的 算法 ,在 工程 计算 中 使 用 比较 广泛 . 

追赶 法 是 解 三 对 角 线 方程 组 (对 角 元 占 优势 ) 的 有 效 方法 , 它 
具有 计算 量 少 ,方法 简单 ,算法 稳定 等 优点 ， 

关于 年 阵 的 条 件数 ,病态 方程 组 ,算法 的 稳定 性 等 都 是 计算 数 
学 中 比较 重要 的 概念 ,在 这 里 我 们 只 做 了 简单 的 介绍 . 本 章 的 内 
容 可 进一步 参考 文献 [3],[7],[13]. 


习 题 
1. 设 A 是 对 称 阵 且 an 关 0, 经 过 高 斯 消去 法 一 步 后 ,4 约 化 为 


QI al 
( 0 A, ): 
证 明 4 是 灰 称 矩阵 . 
2. 设 4 一 (ai )， 是 对 称 正 定 矩 阵 ,经 过 高 斯 消去 法 一 步 后 ,4 约 化 为 


(© * 】 
0 4/ 


其 中 As 一 CaF’ ),-1. 证 明 ; 
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(1) 4 的 对 角 元 素 4s 之 0(i=1,2,…,n); 

(2) 4: 是 对 称 正定 矩阵 . 

3. 设 Li 闫 指标 为 的 初等 下 三 角 阵 ( 除 第 《 列 对 角 元 以 下 元 素 外 ,Le 
和 单位 阵 工 相同 ), 即 


ZU 1 


ms 1 
求证 当 ij>k 时 ,Li 一 Lilsy 也 是 一 个 指标 为 的 初等 下 三 角 阵 ,其 中 石 为 
初等 置换 阵 . 
4， 试 推导 矩阵 4 的 Crout 分 解 A=LU 的 计算 公式 ,其 中 工 为 下 三 角 
阵 ,U 为 单位 上 三 角 阵 . 
5. 设 Ux=d, 其 中 心 为 三 角 和 矩阵 ， 
(a) 就 避 为 上 及 下 三 角 和 矩阵 推导 一 般 的 求解 公式 ,并 写 出 算法 ， 
(b) 计算 解 三 角形 方程 组 Ux =d 的 乘除 法 次 数 . 
(c) 设 0 为 非 奇异 阵 , 试 推导 求 U7' 的 计算 公式 . 
6. 证 明 ; (a) 如 果 4 是 对 称 正定 阵 ; 则 和”! 也 是 对 称 正定 阵 ; 
(b) 如 果 4 是 对 称 正定 阵 , 则 A 可 唯一 地 写成 和 4 二 LTL, 其 中 工 是 具有 
正 对 角 元 的 下 三 角 阵 . 
7. 用 高 斯 - 若 当 方法 求 4 的 道 矩阵 ,其 中 
2 1 -3 一 : 
31 0 7 
-1 2 4 一 2| 
i101 5 
8. 用 追赶 法 解 三 对 角 方程 组 Ax==b, 其 中 


和 一 
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2—1 0 0 0 1 
1 2—1 0 0 0 
A=| 0-1 2-—1 0|,b=10|. 
0 0—1 2—1 0 
0 0 0—1 2 0 
9. 用 改进 的 平方 根 法 解 方程 组 


2 —1 11fazi 4 
1 3 1) lx, 6 


10. 下 述 矩 阵 能 否 分 解 为 LUC 其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 上 三 角 阵 )? 
若 能 分 解 ,那么 分 解 是 否 唯一 ? 


1 2 3 1 1 1 1 2 6 
ee ss 
4 6 7 3 3 1 6 15 46 
11. 设 
0.6 0.5 
A= (，， ， 
计算 4 的 行 范 数 , 列 范 数 ,2- 范 数 及 FF- 范 数 . 
12. 求证: (a) zj-< 委 1 上 zs 和 zx 让 ， 
1 
b) 一 一 Ff 2 魏 F. 
Dlal 1 4 441 
13, 设 PER"*" 且 非 奇异 ,又 设 上 | xj 为 R* 上 一 向 量 范 数 , 定 义 


lxl|,= | Pel. 
试 证 明 上 x 上 ,是 R* 上 向 量 的 一 种 范 数 . 
14. 设 和 4ER"*" 为 对 称 正定 阵 ,定义 
[xa = (Ax,x)+, 
试 证 明 i xi 为 了 上 向 量 的 一 种 范 数 ， 
15. 设 141.，141 为 了 "上 任意 两 种 矩阵 算 子 范 数 ,证 明 存 在 常数 
cycz 这 0, 使 对 一 切 AER”*"* 满 足 
alAal,< lal lAl,. 
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16. 设 4 为 非 奇 异 矩阵 ,求证 


1 .| Ay | ~ 
TA me Ty 
17. 矩阵 第 一 行 乘 以 一 数 ,成 为 
2A 从 
4 一 ( ] 小 


证 明 当 4= 士 了 时 ,cond(4)- 有 最 小 值 . 


18. 设 


100 99 
4 (1 四 
99 98 


计算 4 的 条 件数 cond(4), (v=2，o0). 
19. 证 明 : 如 果 4 是 正 交 阵 , 则 cond(4)s ==1. 
20. 设 4, 中 ER" , 且 ‖， 上 为 R"x" 上 和 矩阵 的 算 子 范 数 , 证 明 ， 
cond( AB) < cond(A)cond(B). 
21. 设 4x 一 0, 其 中 4ER"”" 为 非 奇 异 阵 ,证 明 : 
(a) 4 4 为 对 称 正 定 矩 阵 ; 
(b) cond(4 A):=[cond(A), 1. 


第 6 章 ” 解 线性 方程 组 的 迭代 法 
6.1 引 


rllly 


考虑 线性 方程 组 
Ax = b, (1.1) 

其 中 4 为 非 奇异 矩阵 , 当 4 为 低 阶 稠密 矩阵 时 ,第 5 章 所 讨论 的 
选 主 元 消去 法 是 解 (1. 1) 的 有 效 方法 . 但 是 ,对 于 由 工程 技术 中 产 
生 的 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 (4 的 阶 数 ” 很 大 ,但 零 元 素 较 多 ,例如 
求 某 些 偏 微 分 方程 数值 解 所 产生 的 线性 方程 组 ,n 宇 10'), 利 用 秋 
代 法 求解 (1. 1) 是 合适 的 . 在 计算 机 内 存 和 运算 两 方面 ,迭代 法 通 
常 都 可 利用 4 中 有 大 量 零 元 素 的 特点 . 

本 章 将 介绍 迭代 法 的 一 些 基 本 理论 及 雅 可 比 迭 代 法 ,高 斯 - 
塞 德尔 迭代 法 , 超 松 弛 迭代 法 ,而 超 松 弛 迄 代 法 应 用 很 广泛 . 

下 面 举 简 例 ,以 便 了 解 迭 代 法 的 思想 . 


例 1 求解 方程 组 
8ZX1 一 3zs 十 27z3 一 20， 
| (1. 2) 
6zl 十 3zs 十 127z3 一 36. 
记 为 Ax= 二 b,， 其 中 
8 一 3 2 Xl 20 
A=14 1 一 1 ,xx 一 二 
6 3 12 zs 36 


方程 组 的 精确 解 是 x 一 (3,2,1)7. 现 将 (1.2) 改 写 为 
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Xi 一 于 (3z 一 2zrs 十 20)， 


zi 一 五 (一 47 + zs | 33), (1.3) 
1 
3 一 五 (一 6zi 一 3zs 十 36). 
或 写 为 x 二 Bex 十 ,其 中 
3 2 20 
0 名 一 寺 B 
， | 4 1 _ 133 
B= °°? 五 | /= 
_6 _3 00 36 
1 一 五 1 


我 们 任 取 初始 值 ,例如 取 xo 二 (0,0,0)™. 将 这 些 值 代 人 
(1. 3) 式 右边 ( 若 (1. 3) 式 为 等 式 即 求 得 方程 组 的 解 ,但 一 般 不 满 
是) ,得 到 新 的 值 x 二 (xi? ,zy2 ,xz 1 二 (2.5,3, 3)', 再 将 x 中 
分 量 代入 (1. 3) 式 右边 得 到 x”, 反 复 利用 这 个 计算 程序 ,得 到 一 
向 量 序列 和 一 - 般 的 计算 公式 ( 选 代 公式 ) 


x zi x 
x = rz, x = zr x 一 |z5|， 
2 a zh 
XI 一 (3z 包 2x 十 20)/8,， 
Zz 4 十 33)/11， (1.4) 
ztD 2 (— 6x® — 3r40 + 36)/12. 


简写 为 
xcet 一 Box® 十 了 ， 
其 中 有 表示 迭代 次 数 (k 二 0,1,2,…). 
迭代 到 第 10 次 有 
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x 0 = (3.000032, 1.999838, 0. 9998813)7; 
| e'® | = 0.000187(E"® = x'Y — x"). 
从 此 例 看 出 ,由 迭代 法 产生 的 向 量 序列 xe 逐步 逼近 方程 组 
的 精确 解 x”. 
对 于 任何 一 个 方程 组 x 一 Bx 十 f( 由 Ax 二 b 变形 得 到 的 等 价 
方程 组 ), 由 和 迭代 法 产生 的 向 量 序列 x*” 是 否 一 定 逐 步 荧 近 方 程 组 
的 解 x* 呢 ? 回答 是 不 一 定 . 请 读者 考虑 用 迭代 法 解 下 述 方程 组 


Xi 二 2X» 十 5， 
全 一 3Z1 十 5. 
对 于 给 定 方程 组 x 二 Bx 十 有 . 设 有 了 唯一 解 x”, 则 
x*" 二 Bx*+f. (1. 5) 
又 设 xc 为 任 取 的 初始 向 量 , 按 下 述 公 式 构造 向 量 序列 
x = Br" +f,k=0,1,2,.…, (1. 6) 


其 中 & 表 选 代 次 数 . 

定义 1 (1) 对 于 给 定 的 方程 组 x=Bx 十 有 ,用 公式 (1.6) 逐 步 
代入 求 近 似 解 的 方法 称 为 迭代 法 (或 称 为 一 阶 定常 迭代 法 ,这 里 B 
与 上 无关). 

(2) 如 果 limx” 存 在 ( 记 为 x* ), 称 此 和 迭代 法 收敛 ,显然 x* 就 
是 方程 组 的 解 , 否 则 称 此 选 代 法 发 散 ， 

由 上 述 讨论 ,需要 研究 {x* } 的 收敛 性 . 引进 误差 向 量 


EMD xHD) yx", 
由 (1.6) 减 去 (1.5) 式 ,得 8*1 ?=Be'*(k 一 0,1,2,…), 递 推 得 
ED 一 Be .= Big 


要 考察 {x%} 的 收敛 性 .就 要 研究 在 什么 条 件 下 有 lime”™ 
二 0, 亦 即 要 研究 召 满足 什么 条 件 时 有 B* 一 0( 零 矩阵 ) (kh 一 oo). 
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6.2 基本 和 迭代 法 


设 有 
Ax = b, (2. 1) 
其 中 ,4==(as ) ER"”" 为 非 奇 异 矩 阵 . 下 面 研 究 如 何 建立 解 4r 一 p 
的 各 种 迭代 法 . 
将 4 分裂 为 
A=M—N, (2. 2) 
其 中 ,M 为 可 选择 的 非 奇 异 和 矩阵 , 且 使 Mx 一 d 容易 求解 ,一 般 选 
择 为 4 的 某 种 近似 , 称 M 为 分 裂 矩 阵 . 
于 是 ,求解 Ax==b 转化 为 求解 Mx = Nx 十 b, 即 求解 
Ax 二 6 咏 求解 x 二 MTINx 十 Mb. 
可 构造 一 阶 定常 迭代 法 
x' (初始 向 量 )， 
人 一 Br 十 FF (k=0,1,..,), 
其 中 B=M !'N=M"'1(M 一 4) 一 I--M- 'A4,; f=M-'b. 称 B=I 一 
MT 4 为 迭代 法 的 迭代 矩阵 ,选取 M 阵 , 就 得 到 解 Ax 二 4b 的 各 种 
迭代 法 ， 
设 oa 天 0G 一 1,2,…:2)， 并 将 4 写 为 三 部 分 


(2. 3) 


0 
Ulil 
| 0 
U22 
A= 一 ; 
一 Qnr-l,1 ~ Qn-1,2 0 
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0 一 和 一 Cn-l 一 Qin 
0 一 Q2n 一 1 U2n 
0 Gn 一 1 
0 
= 三思 一 开 一 局 . 《2. 4) 


6.2.1 雅 可 比 迭代 法 


由 as 尖 0(i 二 1,…,n) ,选取 M 为 4 的 对 角 元 素 部 分 , 即 选取 
M 一 D( 对 角 阵 ),A4 一 D 一 N, 由 (2.3) 式 得 到 解 Ax 二 b 的 雅 可 比 
(Jacobi) 进 代 法 
x 〔 初 始 向 量 ) 
1 x = Br +f (k=0,1,.), (2. 5) 
其 中 B=I 一 D"'A4 二 D7"1(L 二 U0) 二 J ,f=D-'b. 称 汪 为 解 Ax==b 
的 雅 可 比 迭 代 法 的 迭代 阵 . 
下 面 给 出 雅 可 比 和 迭代 法 (2.5) 的 分 量 计算 公式 , 记 
YX = (ri CO, TC)T, 
由 雅 可 比 碗 代 公 式 (2.5) 有 
Dr 一 (人工 十 DD)x9 十 六 
或 ai 所) 一 一 ap 一 Daz +b (i= 1,2,,n). 


于 是 , 解 Ax 二 5 的 雅 可 比 先 代 法 的 计算 公式 为 


《0) 


2 = (TD ,eT 
n 
1 人 
+t 一 (一 > ouzp)/m (2.6) 
j=1 


i! 


(1 = 1,2,",n) (k 二 0,1,"… 表示 迭代 次 数 ). 
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由 (2. 6) 式 可 知 , 雅 可 比 和 迭代 法 计算 公式 简单 ,每 迭代 一 次 只 
需 计 算 一 次 矩阵 和 向 量 的 乘法 且 计 算 过 程 中 原始 矩阵 4 始终 
不 变 . 


6. 2.2 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 


选取 分 裂 矩阵 M 为 4 的 下 三 角 部 分 , 即 选取 M 一 也 一 工 ( 下 三 
角 阵 ) ,4=M 一 人 ,于 是 由 (2.3) 式 得 到 解 4x 一 六 的 高 斯 - 塞 德尔 
(Gauss-Seidel) 迭代 法 

x” 【〔 初 始 向 量 ) 
| XetD = Br of (k=0,1,..), (2.7) 
其 中 B=I 一 (D 一 1L) 'A 一 (D 一 L)-'U 二 G, f= 一 (D 一 L) 'b, 称 
一 (D 一 L) DU 为 解 Ax 一 b 的 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 的 迭代 阵 . 
下 而 给 出 高 斯 -各 德尔 交代 法 的 分 量 半 算 公 到 记 


= (x se TT. 


由 (2.7) 式 有 
(D— Dx = Ux® +b, 
或 
Dx'*t) = Lx 十 Ux®* +b， 


il 


即 a; et 一 一 已 一 之 /oj TD ya, je (i = 1,2,.…,n). 


于 是 解 4x 一 上 的 高 斯 蹇 德尔 先 代 法 计算 公式 为 
x 一 (zx, bo. ,0 )T (初始 向 量 )， 
Xx) = (b, -了 ,TD 一 > oz ) fa (2. 8) 


了 ?一 二 1 


(i =1l, nn; k= 0,1,..)., 
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《0》 0 C0) NyT 

Xx 一 (XY ,TS ) » 
(k++1) Ck) 

Ti 7? 一 Xi 二 AX; 


册 一 (2 一 oz 一 > oozp )fas 2.9) 
(一 1，…703 k= 0,1,.). 

雅 可 比 和 迭代 法 不 使 用 变量 的 最 新 信息 计算 zx;**”, 而 由 高 斯 
- 塞 德尔 迭代 公式 (2. 8) 可 知 ,计算 xe7 的 第 :个 分 量 zf+” 时 ， 
利用 了 已 经 计算 出 的 最 新 分 量 zx" ?CG 一 1,2,… ,i 一 1). 高 斯 - 
塞 德尔 迭代 法 可 看 作 雅 可 比 迭 代 法 的 一 种 改进 . 由 (2.8) 可 知 ， 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 每 选 代 一 次 只 需 计 算 一 次 矩阵 与 向 量 的 
乘法 . 

算法 1( 高 斯 - 塞 德尔 选 代 法 ) 设 Ax=5, 其 中 AE R”" 为 非 
奇异 矩阵 且 as* 尖 0( 一 1,， ,2) ,本 算法 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 
Ax 一 b, 数 组 x(n) 开 始 存放 x”, 后 存放 xe9 ，Noe 为 最 大 和 迭代 
次 数 . 

1. zxi*<-0,0(1=1,",n) 

2. 对 于 有 二 1,2,** ,No 

对 于 i==1,2,…,n 


zi < (6.— 2 7 )/a 
迭代 一 次 ,这 个 算法 需要 的 运算 次 数 至 多 与 矩阵 4 的 非 零 元 
素 的 个 数 一 样 多 . 
例 2 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 线性 方程 组 (1. 2). 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 : 取 x 一 (0,0,0).. 
XY 一 (20 十 z 扣 一 2z92 )/8, 
本 一 (33 一 4z 和 5 x)/11, 


ZX 一 (36 一 6z 和 7 一 3zt 7 )/12. 
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(k=0,1,..,) 
计算 xm 一 (3.000002，1. 9999987，0. 9999932)T, 且 
x’ —x®™ | <2.02X10 
由 此 例 可 知 , 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 , 雅 可 比 和 迭代 法 解 线性 方 
程 组 (1. 2)( 且 取 x' 一 0) 均 收敛 ,而 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 比 雅 可 比 
选 代 法 收敛 较 快 ( 即 取 x 相同 ,达到 同样 精度 所 需 迭 代 次 数 较 
少 ) ,但 这 结论 只 当 和 满足 一 定 条 件 时 才 是 对 的 . 


6.2.3 解 大 型 稀 朴 线性 方程 组 的 逐次 超 松弛 和 迭代 法 
选取 分 裂 矩 阵 M 为 带 参 数 的 下 三 角 阵 


M= LD -a), 
ww 


其 中 w>0 为 可 选择 的 松弛 因子 . 
于 是 ,由 (2.3) 可 构造 一 个 迭代 法 ,其 迭代 拖 阵 为 
L, =I— wD— owL) A 
—(D— ww) ((] — wD owU). 
从 而 得 到 解 Ax = 二 b 的 逐次 超 松 弛 和 迭代 法 (Successive Over 
Relaxation Method, 简称 SOR 方法 ). 
解 Ax=b 的 SOR 方法 为 
x"” 《初始 向 量 ) 
{i =Lx®+f (k=0,1,.), 
其 中 蕊 二 (D 一 eoL) i((l 一 w)D+wU), f=w(D—aL) bh. 
下 面 给 出 解 Ax 二 b 的 SOR 迭代 法 的 分 量 计算 公式 . 记 
XxX = (x 
由 (2. 10) 式 可 得 
(D— woL)x TY 一 ((1 一 o)DD 十 woU)xe 十 吧 ， 


(2.10) 


(os hb) YT 
1 » si » sTn ) 9 


或 
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Dx TD 一 Dx'* 二 wtbi+Lx*tD 二 Ux 一 Dx'®). 
由 此 ,得 到 解 Ax 一 b 的 SOR 方法 的 计算 公民 


(0 (0) (0) ST 
9"""s Tn ) 9 


XxX ”一 (Zi 


不 一] n 
RF1) _ Ck) SN (g++1) >， (k) 
Ti 一 Ti 十 wo 人 (一 > 人 Ci 一 Ci )fas 
< 一 / 全 


j=1 
(i 一 1,2,°… ,ns k= 0，1)， 
w 为 松弛 因子 . 
《2. 11) 
= (Cx, oe, x )T， 


Ck+1) 万 
Xt 一 x! ) 十 Ad:zi 9 


1 n 
4Azr = wb — Daztd — Pavrt ) /as (2. 12) 
j=1 j=i . 


(i=1,2,,n; k=0,1,..), 
w 为 松弛 因子 . 
(1) 显然 , 当 w==1 时 ,SOR 方法 即 为 高 斯 - 塞 德尔 选 代 法 . 
(2) SDR 方法 每 迭代 一 次 主要 运算 量 是 计算 一 次 矩阵 与 向 
量 的 乘法 . 
(3) 当 w>1 时 , 称 为 超 松 弛 法 ; 当 w<1l 时 , 称 为 低 松弛 法 ， 
(4) 在 计算 机 实现 时 可 用 


max | Az; | 一 max | zt? zx |<e 
1<ti<m 


控制 迭代 终止 ,或 用 上 r* |= | 5 一 Ax” 上 -二 e 控制 迭代 
终止 

SOR 和 迭代 法 是 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 的 一 种 修正 ,可 由 下 述 思 
想得到 . 

设 已 知 x* 及 已 计算 x*' 的 分 量 xz? 了 C==1,2,… ,i 一 1). 
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(1) 首先 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 定义 辅助 量 z#%+rD ， 
ozp ) fas (2. 13) 


1 
RF) (k+l1) 
™ 一 人 各“ 和 
(2) 再 由 xz? 与 二” 加权 平均 定义 z 和 >， 即 
zDD = (1 一 oz 名 十 oz = x 十 oz — rz). 
(2. 14) 
将 (2. 13) 代 和 人 (2. 14) 得 到 解 hx 一 的 SOR 迭代 (2. 11) 式 . 
例 3 用 SOR 方法 解 方 程 组 
一 4 1 1 1 {x 
1 一 4 1 11 | zs 
1 1 一 4 工 1 | zs 
1 1 1 一 外 lz 
它 的 精确 解 为 x* 二 (一 1, 一 1, 一 1, 一 1)7. 
解 ” 取 "一 0, 适 代 公 式 为 
ZH = zi wl 一 了 各 一 z 一 了 )7/4; 
TD 一 zh —w(l 一 工人 十 4z95 一 工人 — zx) /4; 


Xt 一 zx w(l1 一 Tt 加 XS 二 4x9 加 Xx) /4; 


记性 


XH = x wr 一 了 一 TD 4x ) /4. 
取 w=1.3, 第 11 次 迭代 结果 为 

x 一 (一 0.99999646， 一 1.00000310, 一 0.99999953， 

一 0.99999912)7， 
| ec | < 0. 46 x 107. 

对 w 取 其 他 值 ,迭代 次 数 如 下 表 ， 从 此 例 看 到 ,松弛 因子 选择 得 
好 ,会 使 SOR 迭代 法 的 收敛 大 大 加 速 。 本 例 中 “==1. 3 是 最 佳 松 
弛 因子 . 
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表 6-1 
满足 误差 满足 误差 
松弛 因子 _ _ 
1 x —x" | <10- | ze 一 xz | <10- 
的 选 代 次 数 的 选 代 次 数 
1 .0 22 17 
1.1 17 1.6 23 
1.2 :12 1.7 33 
1.3 11( 最 少 选 代 次 数 ) 53 
].4 14 109 


6.3 ”迭代 法 的 收敛 性 


6.3.1 一 阶 定常 迭代 法 的 基本 定理 
设 


Ax = b, (3. 1) 
其 中 AER”” 为 非 奇 异 和 矩阵 , 记 x" 为 (3.1) 精 确 解 ,和 且 设 有 等 价 的 
方程 组 

Ax 一 DY 一 Br 十 三 


于 是 
x 一 Br 十 厂 (3. 2) 
设 有 解 Ax=b 的 一 阶 定常 迭代 法 
x 一 Br® if. (3. 3) 


有 意义 的 问题 是 : 迭代 和 矩阵 B 满足 什么 条 件 时 ,由 迭代 法 产 
生 的 向 量 序 列 {x” } 收 敛 到 x*， 
引进 误差 向 量 
EL) 


一 xD 一 2 (k=0,1,2,.). 
由 (3. 3) 式 减 (3.2) 式 得 到 误差 向 量 的 递 推 公式 
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EC 一 JpBE >» 
Ee =— Be (k=0,1,..%). 

由 6. 1 节 可 知 , 研 究 迭 代 法 (3.3) 收 全 性 问题 就 是 要 研究 迭代 矩阵 
B 满足 什么 条 件 时 ,有 B: 一 0( 零 窍 阵 )(k->o0). 

定义 2 设 有 矩阵 序列 和 .一 (2 )ER™" 及 A 二 (a;)ER"*"， 
如 果 rw 个 数列 极限 存在 且 有 

limay 一 Qi (237 一 1,2,.…,n), 

则 称 44&i} 收 全 于 4, 记 为 lim4e 一 入 . 

例 4 设 有 矩阵 序列 

A 11 A: 2A A* kA®! 
A -= ，A?7 一 ，***，A* 一 ) 
| | A | 
且 设 14| 过 1, 考 查 其 极限 . | 
0 0 

解 显然 , 当 |4| 二 1 时 , 则 有 limA 志 limA* 一 | ,| 

和 矩 阵 序列 极限 概念 可 以 用 矩阵 算 子 范 数 来 描述 . 

定理 1 limA: =ASlim | 4 一 4 和 二 0, 其 中 小 。， | 为 矩阵 的 
任意 一 种 算 子 范 数 . 

证 明 显然 有 

in = A lim lh 一 AI 一 

再 利用 和 矩阵 范 数 的 等 价 性 ,可 证 定理 对 其 他 算 子 范 数 亦 对 . 

定理 2 limAi 一 A4 今 是 对 任何 向 量 XE R" 都 有 limAix 一 Ax. 

证 明 作 为 练习 . 

定理 3 设 B=(6;)€R™"， 则 limB* ==0( 零 矩阵 ) 的 充分 必 
要 条 件 是 矩阵 马 的 谱 半 径 o(B)<1. 

证 明 由 和 矩阵 召 的 若 当 标准 型 ,存在 非 奇 异 和 矩阵 书 使 


6.3 和 迭代 法 的 收敛 性 。 245 。 


J 
， J 
PiBP 一 . 二， 
J 
其 中 若 当 块 
2 1 
A 
J; = 》 
1 
A n; Xn, 
.是 Dn == 71， 显然 有 
i=1 
B = PJP-:， 
B: 一 PJ’*P-”! >» 
其 中 
J 
i 
J 


于 是 limB' 一 0SlimF=0SlimJ 一 0(i=1,2,…,7). 
下 面 考 查 形 的 情况 . 引进 记号 
0 Il}:—&k 
0 | 
显然 有 ,Es 一 I, Ei 一 0( 当 上 >1)， (E11): 二 Eis. 由 于 J,= 
4 十 五 ， 因 此 


EF, 一 | E€ RY (t 一 ni). 


， k 
J 一 (CT 十 五 ) 一 >》 CC 队伍 (E,1)’ 
j=0 
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| 


1 
| 、 有 
> CaMTIE,,, 
j=0 
[a 一 1 1 天 一 (一 1 
和 
入 CA os [0 


| 


CBA 全 1 
人 


(2 一 1 2,，……7r)， 
其 中 
kl! RE 1 (一 7 十 1 
k . 


(一 旋 ] 而 
利用 极限 limA'c* 一 0(0<c<<1,> 之 0) ,得 到 
limcCu = 0% A 1<< 1 
所 以 lim 开 一 0 的 充 要 条 件 是 141<1G 一 1,2，…r)， 即 PCB) 一 1. 


定理 4( 和 迭代 法 基本 定理 ) ” 设 有 方程 组 
X= Br 二 +f， (3. 4) 


及 一 阶 定常 迭代 法 
x 一 Br 十 厂 (3. 5) 

对 任意 选取 初始 向 量 x”, 迄 代 法 (3.5) 收 敛 的 充 要 条 件 是 矩阵 B 
的 谱 半 径 o(B) 一 1. 

证 明 充分 性 . 设 o(B) 一 1, 易 知 4x= 拓 其 中 4=TI 一 8 有 了 唯 
一 解 , 记 为 x”, 则 

x "二 Br” 十 了 ， 
误差 向量 
£0 =x x 一 有 0， 8 = xX 一 xX". 


由 设 p(B) <<1, 应 用 定理 3, 有 limB' 一 0. 于 是 对 任意 x 有 lime 
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=0, Rlimx™ =x" 。 
必要 性 . 设 对 任意 x"” 有 
limx® 一 zx ， 
其 中 x*" 一 Bx0 十 六 显然 ,极限 x" 是 方程 组 (3. 4) 的 解 , 且 对 任 
意 x” 有 
EP xP x = Be 0 (co). 
由 定理 2 知 
lmB = 0, 
再 由 定理 3, 即 得 p(B) 过 1. 
定理 4 是 一 阶 定常 迭代 法 的 基本 理论 . 
推论 设 Ax=b, 其 中 4 二 D 一 L 一 U 为 非 奇 异 和 矩阵 且 DD 非 奇 
异 , 则 
(1) 解 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 p(J) 一 1, 其 
中 J=D-'(L+U0). 
(2) 解 方程 组 的 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 p(G) 
二 1, 其 中 G= (D 一 LL)-'U, 
(3) 解 方程 组 的 SOR 方法 收敛 的 充 要 条 件 是 CCL.)<1, 其 中 
L,=(D—aL) -1((1—w) D+od). 
例 5 考察 用 雅 可 比方 法 解 方程 组 (1. 2) 的 收敛 性 . 迭代 矩阵 
J 的 特征 方程 为 
det(CT 一 J) = +0.0340909094 二 0.039772727 = 0， 
解 得 ) 一 一 0. 3082， 
A, 一 0.1541 十 i0.3245， 
Ms 一 0.1541 一 10. 3245， 
1) =|% |= 0.3592 二 1, | 为 | 过 1， 
即 oCJ)<1. 所 以 用 雅 可 比 迭 代 法 解 方程 组 (1. 2) 是 收敛 的 . 
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例 6 考察 用 迭代 法 解 方程 组 
Xt -一 Br'* +f 


的 收敛 性 ,其 中 B=| “|, /=| 
’ -| o's| 


解 ” 特 征 方程 为 det(A 一 B) 一 入 一 6 一 0, 特 征 根 4,* 一 士 V6， 
即 co(B) 之 1 这 说 明 用 选 代 法 解 此 方程 组 不 收敛 . 
迭代 法 的 基本 定理 在 理论 上 是 重要 的 ,由 于 p(B) 委 | 31 ,下 
面 利用 和 矩阵 B 的 范 数 建立 判别 迭代 法 收敛 的 充分 条 件 . 
定理 SS 从 代 法 收敛 的 充分 条 件 ) 设 有 方程 组 
x= Br+i+f,BE RR, 
及 一 阶 定常 迭代 法 
| xcetb = Boo 十 下 
如 果 有 B 的 某 种 算 子 范 数 B 一 g<1, 则 
(1) 选 代 法 收敛 , 即 对 任 取 x ”有 
limxe 二 x” 且 x "二 Bx 二 +f. 


-co 


(2) x CO—x® | gx xj 


(3) I x* x < | x 一 CD | . 


kk 
(4) | x x | < | x x | . 


证 明 (1) 由 基本 定理 4 结论 (1) 是 显然 的 , . 
(2) 显然 有 关系 式 x' 一 x*+? 了 二 Bx’ 一 x*) 及 
CHD x 一 有 (xD 一 xD ), 
于 是 有 (a) | 2 一 9 让 入 gx 一 ze | 3 
(b) x" 一 2 下 gz 一 ze 人。 
反复 利用 (b) 即 得 (2). 
(3) 考查 
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| x 一 Xe | 一 | x* x (x* XCefI) ) | 
> |x x 


宇 D 一 oD) zx” 一 xz 站 


* 1 
即 1 


< | x — x | . 
工 一 9 
(4) 反复 利用 (Ca) ， 则 得 到 (4). 
6.3.2 ”关于 解 某 些 特殊 方程 组 迭代 法 的 收敛 性 


在 科学 及 工程 计算 中 ,要 求解 方程 组 Ax 一 b, 其 矩阵 A 常常 具 
有 茶 些 特性 ,例如 ,A 具有 对 角 占 优 性 质 或 4 为 不 可 约 阵 , 或 4 是 
对 称 正 定 阵 等 ,下 面 讨论 用 基本 迭 代 法 解 这 些 方程 组 的 收敛 性 

定义 3( 对 角 占 优 阵 ) ” 设 和 = (as),x，. 

(1) 如 果 A 的 元 素 满足 


| as |> 2) | az | (1 = 1,2,.…,n). 
1 


i¥i 
称 4 为 严格 对 角 占 优 阵 . 
(2) 如 果 A 元 素 满 足 


| as | 之 >》) | as | (i = 1,2,*,n). 
j=1 


且 上 式 至 少 有 一 个 不 等 式 严格 成 立 , 称 4 为 弱 对 角 占 优 阵 . 
定义 4( 可 约 与 不 可 约 矩 阵 ) 设 和 A=(as)ixn(n 之 2) ,如果 存 
在 置换 阵 己 使 
由 ‘| 
PT'AP 一 9 
0 42 


其 中 4 为 阶 方 阵 ,42 为 mn 一 阶 方 阵 (1sr<m)， 则 称 4 为 可 的 


(3.6) 
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和 矩阵 ,否则 ,如果 不 存在 这 样 置换 阵 己 使 (3.6) 式 成 立 , 则 称 4 为 
不 可 约 和 矩阵 . 
4 为 可 约 矩 阵 意 即 A 可 经 过 若干 行列 重 排 化 为 (3. 6) 或 Ax= 
b 可 化 为 两 个 低 阶 方程 组 求解 (如 果 A 经 过 两 行 交换 的 同时 进行 
相应 两 列 的 交换 , 称 对 4 进行 一 次 行列 重 排 ). 
事实 上 ;由 Ax==b 可 化 为 
PITA4AP(CPIx) 一 PID， 


且 记 y=P'x= MW 


di 
，P'b= | .其 中 va 为" 维 向 量 于 
2 2 


是 ,求解 4x 一 5 化 为 求解 
Auyi + Ay 一生 ， 
1 4zay 一 di. 
由 上 式 第 2 个 方程 组 求 出 六, 再 代入 第 1 个 方程 组 求 出 yi. 
显然 ,如 果 4 所 有 元 素 都 非 零 , 则 4 为 不 可 约 阵 . 
例 7 设 有 和 矩阵 
bh ca 


as b C2 


Qn 2D。 
(aipci 都 不 为 零 ) 
则 4, 召 都 是 不 可 约 矩 阵 . 
定理 6( 对 角 占 优 定 理 ) 如 果 4= (a5)wxs 为 严格 对 角 占 优 矩 
阵 或 4 为 不 可 约 弱 对 角 占 优 矩 阵 , 则 4 为 非 奇异 矩阵 . 
证 明 只 就 4 为 严格 对 角 占 优 阵 证 明 此 定理 . 采用 反 证 法 ， 
如 果 det(4) 一 0, 则 4x 一 0 有 非 零 解 , 记 为 x 二 Cr,… ,zx,)"， 则 


| zx 一 max|z;| 天 0. 
1 和 issn 
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由 齐 次 方程 组 第 个 方程 
Danz; 一 0， 
了 一 1] 
则 有 
Lanzi |= | Daszi|< Dos lis lSlal 2 lal, 
全 二 全 


即 [au [< 2 asl, 
与 假设 矛盾, 故 det( 和 4) 取 0. 

定理 7 设 Ax 一 6， 如果: 

(1) 入 为 严格 对 角 占 优 阵 , 则 解 Ax==45 的 雅 可 比 兴 代 法 ,高 
斯 - 塞 德尔 选 代 法 均 收敛 . 

(2) 入 为 弱 对 角 占 优 阵 , 且 4 为 不 可 约 和 矩阵 , 则 解 4x 一 六 的 雅 
可 比 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 均 收敛 . 

证 明 ”只 证 (1) 中 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 收敛 ,其 他 同 理 可 证 . 

由 设 可 知 ,as 关 0(i 二 1,…,n), 解 Ax 二 5b 的 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 
法 的 拓 代 和 矩阵 为 G=(D 一 L)-U (4==D 一 L 一 U). 下 面 考查 G 的 
特征 值 情况 . 

det(OT 一 G) 一 det(OT — (D— LL)-U) 

=det((D—L1) !). det(A(D— 1)—U). 
由 于 dett《D 一 L) ') 关 0, 于 是 G 特征 值 即 为 det(4(D 一 L) 一 U) 
一 0 之 根 . 记 
HA at “ain 


Aaz1 Aa 22 “°° U2n 
C=A(D— LL)—U 一 , 。 。 


Ma Aa »2 “0 Ma ns 
下 面 来 证 明 , 当 |4| 实 1 时 , 则 det(O) 关 0, 即 G 的 特征 值 均 满足 |4| 
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一 1, 由 基本 定理 , 则 有 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 收敛 . 
事实 上 , 当 |4| 宇 1 时 ,由 4 为 严格 对 和 角 占 优 阵 , 则 有 


(l= 1 >l21021o 十 21a 1) 
>>2 ht m1 
(; 一 1 
这 说 明 , 当 |X| 之 1 时 ,矩阵 C 为 严格 对 角 占 优 阵 , 再 由 对 角 占 优 定 
理 有 det(CC) 尖 0. 
下 面 研究 对 于 解 方程 组 hx 一 六 的 SOR 方法 中 松弛 因子 w 在 
什么 范围 内 取 值 ,SOR 方法 才 可 能 收敛 . 
定理 8(SOR 方法 收敛 的 必要 条 件 )” 设 解 方 程 组 4x= 的 
SOR 迭代 法 收敛 , 则 0 二 w<<2. 
证 明 由 设 SOR 迭代 法 收敛 , 则 由 定理 4 的 推论 中 的 (3) 有 
PCL,) 一 1, 设 工 , 的 特征 值 为 ,42,… ,24,, 则 


| det(L,) |=| 和) eh, | 去 [oo)]， 
或 | det CL) 1 So) < 1. 
另 一 方面 
det(L,) =det[(D— wL)-! ldet((1 一 wwD+oUD) 
一 (1 一 o)”， 
从 而 | det(L,) | =|1—w|<1, 
即 0<<w<=2. 


定理 8 说明 解 Ax==b 的 SOR 迭代 法 ,只 有 在 (0,2) 范 围 内 取 
松弛 因子 w, 才 可 能 收敛 . 

定理 9 设 4x 一 ,如果 : 

《1) 4 为 对 称 正定 和 矩阵 ,4 一 D 一 L 一 U; 

(2) 0<w<2. 
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则 解 Ax==b 的 SOR 迭代 法 收 和 敛 . 


证 明 在 上 述 假定 下 , 若 能 证 明 |%|1<1, 那 么 定理 得 证 (其 中 


A 为 工 。 的 任 一 特征 值 ). 
事实 上 , 设 y 为 对 应 4 的 工 。 的 特征 向 量 , 即 
Loy = My, y= (yy Ya) #0, 
(D—woL) i((l—w D+owU)y = hy, 
亦 即 
((1— wD+wU)y = AD— wL)y. 
为 了 找 出 4 的 表达 式 , 考 虑 数量 积 
(((1—wD+owU)y,y) = A(D— wy,y), 


则 
X= (Dy,y) — wDy,y) wlUy,y) 
(Dy,y) — wlLy,y) ， 
(Dy,y) = Da | yi l=0>0, 
i=1 
记 


— (Ly,y) = 4+ ip, 
由 于 = ,所 以 U=L', 故 
—- (Uy,y) =— (y,Ly) =— (Ly,y) = «— ip, 
0<< (4y,y) = ((D—L—U)y,y) 一 Ga 十 2a， 
所 以 


a (og—wo—aw)+iwhB 
(6 十 am) 十 io8 


从 而 
Ja (og—wo— aw) :+ wpB? 
一 (oa) wp 
当 0<<w<2 时 ,利用 (3.7),(3. 8) ,有 


(3.7) 


(3.8) 
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(og—wo—aw):— (oav)’ 一 wo(c 十 2c)(w 一 2) 一 0， 
即 元. 的 任 一 特征 值 满 足 |4| 二 1, 故 . SOR 方法 收敛 (注意 当 0 一 w 
<<2 时 ,可 以 证 明 (c 十 2w): 十 o8B2 天 0)， 

定理 10 设 Ax=6b, 如 果 : 

(1) 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 (或 4 为 弱 对 角 占 优 不 可 约 
年 阵 ); 

(2) 0<w<1. 
则 解 Ax=b 的 SOR 和 迭代 法 收敛 . 

下 面 讨 论 迁 代 法 的 收敛 速度 . 

由 定理 3 证 明 中 可 知 , 如 果 p(B) 二 1 且 po(B) 越 小 时 ,和 迭代 法 
收敛 越 快 . 现 设 有 方程 组 

x= Bri+f,BER™ 
及 一 阶 定常 迭代 法 
x = Br of (k=0,1,.…), (3.9) 
且 设 和 迭代 法 收 和 敛 , 记 limx” 二 x” , 则 x* ==Bx’ 十 J/. 
由 基本 定理 有 0 二 p(B) 二 1, 且 误 差 向 量 2*= 二 x 一 x’ 满足 
go 一 B'e‘®, 

故 le?|a Bll* le®?|. 

现 设 如 为 对 称 和 矩阵 , 则 有 

le® | <lBISle® |; 
一 [Lo(CB) 站 | es | ,. 
下 面 确定 欲 使 初始 误差 缩小 10 一 所 需 的 迭代 次 数 , 即 欲 使 
[pCB) TY < 10 一 ， 

取 对 数 ,得 到 所 需 最 少 和 迭代 次 数 为 


sln10 - 
《之 二 lnp(B) 


这 说 明 ,所 需 选 代 次 数 与 R 一 一 Ino(B) 成 反比 , 当 p(B) 一 1 越 小 ， 


(3. 10) 


6.3 和 迭代 法 的 收敛 性 ”255。 


R= 二 一 Ine(B) 越 大 , 则 (C3. 10) 式 满足 所 需 和 迭代 次 数 越 少 , 即 迭代 法 
收 钙 越 快 ， 当 迭代 和 矩阵 B 为 一 般 和 矩阵 时 的 讨论 可 参考 [7]. 

定义 5 称 RGB)= 一 lno(B) 为 迭代 法 (3.9) 的 渐 近 收敛 速 
度 , 简 称 迭 代 法 收 鳃 速度 . 

对 于 SOR 迭代 法 希望 选择 松弛 因子 % 使 迭代 过 程 (2. 10) 收 
敛 较 快 ,在 理论 上 即 确定 wo 使 

in plL,) = pL ). 

对 某 些 特殊 类 型 的 矩阵 ,建立 了 SOR 方法 最 佳 松 弛 因子 理 
论 . 例如 ,对 所 谓 具 有 “性 质 A” 等 条 件 的 线性 方程 组 建立 了 最 佳 
松弛 因子 公式 


2 
1 

其 中 o(J) 为 解 Ax==b 的 雅 可 比 选 代 法 的 迭代 矩阵 的 谱 半径 ， 

在 实时 应 用 中 ,对 于 某 些 椭圆 型 微分 方程 (模型 问题 ) 可 以 给 
出 wow 的 计算 方法 ,但 一 般 来 说 ,计算 ww 是 有 困难 的 ,可 用 试 算 的 
办 法 来 确定 一 个 适当 的 ws 

算法 2(SOR 迄 代 法 ) 设 Ax 二 5b, 其 中 4 为 对 称 正定 矩阵 或 
为 严格 对 角 占 优 阵 或 为 弱 对 角 占 优 不 可 约 矩 阵 等 ,本 算法 用 SOR 
闪 代 法 求解 Ax 一 5 数组 z(n) 存 放 xo 及 x ,用 加 max|Ax | 一 
eps 控制 迭代 终止 ,用 N。 表示 最 大 迭代 次 数 . 


]. k<—0 

2. XTi-0.0 (i=1,2,*",n) 
3. k<-k 二 1 

4. fo<-0.0 

5. 对 于 2 二 1 ,2,*…,n 


1 n 
(1) p< Ari = wx (已 一 > ayzi 一 Dasz, ) fas 
1 i=i 
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(2) 如 果 jp| 之 po 则 po 一 1p| 


(3) Zi < 十 力 
6. 输出 p。 


7. 如 果 po 二 eps 则 输出 &,w,x, 停 机 


8. 如 果 & 二 N。 则 转 3 
9. 输出 N。 及 有 关 信 息 


[ 注 ] 可 用 ‖ ro 中。 过 eps 来 控制 迭代 终止 , 其 中 re 


一 5 一 Ax 


6.4 分 块 迭 代 法 


上 述 选 代 法 ,从 ze 一 xwr5 计算 时 ,是 逐个 计算 x+ 的 分 量 
zf G1,2，a9, 这 种 迭代 法 又 称 为 点 迁 代 法 ,下 面 介 绍 分 块 
迭代 法 ,就 是 一 芯 或 一 组 未 知 数 同 时 被 改进 ， 

设 Ax 一 b, 其 中 AER" 为 大 型 稀 醇 甜 阵 且 将 4 分 块 为 三 部 


分 4 一 也 一 工 一口 , 其 中 


fA Al: ~: Ai 
Asl Az As, 
A 一 和 和 . 

A,l A oo. 于 

0 

— A,l 0 

天 一 , 

一 4 —As … 0 


A 
A 
9 D 一 9 
4n 
0 一 A TT Ais 
9» U 一 0 A 
0 


且 4s (i 一 1,2,…,g) 为 n, Xn 非 奇 异 和 矩阵 ， 2 二 n. 对 x 及 b 


同样 分 块 


6.4 分 块 挝 代 法 "257。 


Xi b, 
X2 b; 

光 一 » b 一 。 9 
Xe b, 


其 中 ,x,ER”, bER". 
(1) 块 雅 可 比 和 迭代 法 (BJ) 
选取 分 裂 阵 M 为 4 的 对 角 块 部 分 , 即 选 
2- D( 决 对 角 阵 )， 


A= MD-—N. 
于 是 ,得 到 块 雅 可 比 选 代 法 
和 CD -一 Bx'* 十 了 ， 《4. 1) 


其 中 欠 代 和 矩阵 B=I 一 D™14 和 4 二 =D!'(L+4+U)=J,f=D-'b. 
或 
Dx = (L+U x® 十 有 
由 分 块 和 矩阵 乘法 ,得 到 块 雅 可 比 迭 代 法 的 具体 形式 
Aax*t) 一 b; 一 Arg (1 一 1,2,.…,g) 9 (4. 2) 


其 中 


x 一 . ， Xe) € Rr”. 


《有 
Xa 


这 说 明 , 块 雅 可 比 迭 代 法 ,每 迭代 一 步 , 从 ze ->xe+D ,需要 求解 g 
个 低 阶 方程 组 
Ai = g, 
全 二 1 2，…9) ,其 中 时 为 (3.12) 式 右边 部 分 . 
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(2) 块 SOR 选 代 法 (BSOR) 
选取 分 裂 矩阵 M 为 带 松弛 因子 的 4 块 下 三 角 部 分 , 即 


| 1D_ ao), 
ww 


A= MO—N. 

得 到 块 SOR 迭代 法 

x Lx 十 了 ， (4. 3) 
其 中 迭代 和 矩阵 

L, =I— wD— wL) 4 
=(D— woL) (ll — D+ od), 

f= wD— aL) ib. 

由 分 块 矩 阵 乘 法 得 到 块 SOR 和 迭代 法 的 具体 形式 


1 9 
{kt1) Ck) (+1) Ck) 
ii 一 5Xi +w(b, 一 > 一 > ) 
j=1 ji 


G 一 1,2, qi RE 一 0,1，…)， 
w 为 松弛 因子 . 
(4. 4) 

于 是 , 当 x 中 及 x+? Gj 二 1,2,…,i 一 1) 已 计算 时 , 解 低 阶 方程 组 
(3. 14) 可 计算 小 块 zx， 从 x 一 x*+? 共 需要 解 g 个 低 阶 方程 
组 , 当 4; 为 三 对 角 阵 或 带 状 矩阵 时 ,可 用 直接 法 求解 . 

我 们 给 出 下 述 结果 . 

定理 11 设 Ax 一 b, 其 中 A 一 D 一 L 一 U( 分 块 形式 ). 

(1) 如 果 4 为 对 称 正定 矩阵 ， 

(2) 0<w<2. 
则 解 Ax==b 的 .BSOR 迭代 法 收敛 ， 


习 题 *，259。 


评注 


本 章 介绍 了 解 大 型 稀 朴 线性 方程 组 的 一 些 基本 迭代 法 ,例如 ， 
雅 可 比 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 和 迭代 法 ,及 SOR 迭代 法 ,分 块 失 代 法 
等 . 并 且 建 立 了 和 迭代 法 的 一 些 基 本 理论 . 在 应 用 中 SOR 方法 较为 
重要 , 它 是 解 大 型 、 稀 朴 线 性 方程 组 的 有 效 方法 之 一 . 

迭代 法 是 一 种 逐次 逼近 方法 ,在 使 用 和 迭代 法 解 方程 组 时 ,其 系 
数 和 矩阵 在 计算 过 程 中 始终 不 变 . 

迭代 法 具有 循环 的 计算 公式 ,方法 简单 ,适宜 解 大 型 稀 朴 矩阵 
方程 组 ,在 计算 机 实现 时 只 需 存储 4 的 非 零 元 素 ( 或 可 按 一 定 公 
式 形成 系数 ,这 样 4 就 不 需 存 储 ). 

在 使 用 和 迭代 法 时 ,要 注意 收敛 性 及 收敛 速度 问题 ,使 用 SOR 
方法 要 选择 较 佳 松 弛 因子 . 

迭代 法 的 进一步 学 习 , 读 者 可 参考 文献 L3],[14],[15],[16]. 


习 题 
1. 设 方程 组 


一 ZI 十 4z? 十 2Zx; 二 20， 
221 一 3zz 十 107zs 一 3. 
(a) 考 罕 用 雅 可 比 和 迭代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 此 方程 组 的 收敛 性 ; 
(b) 用 雅 可 比 迭 代 法 及 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 此 方程 组 ,要 求 当 | x+ 
一 xz 外 -<10- 时 选 代 终止， 


| 5xz1 十 2z: 十 Za 一 一 12， 


2. 设 方程 组 
Z1 十 0. 4xs 十 0. 4x3 二 1， Xl 十 2Xs 一 2Xx3 二 1， 
(a) es Xi 十 0. 8x2 二 2， | XI 十 Xz 十 za 一 1， 
0. 4zl 十 0. 8xz 十 Za 一 3. 2zi 十 2z* 十 za 一 1， 
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试 考察 解 此 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 及 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 的 收敛 性 . 
3. 求证 limA。 一 的 充 要 条 件 是 对 任何 向 量 x 都 有 
limArx 一 Ax. 
4. 设 4x 一 5, 其 中 4 对 称 正 定 , 问 解 此 方程 组 的 雅 可 比 和 迭代 法 是 否 一 定 
收敛 ? 试 考察 习题 2(a) 方 程 组 . 
5. 用 SOR 方法 解 方程 组 (分 别 取 松弛 因子 w 二 1.03, w=1, w 二 1.1) 
4z1 一 Ts 一 1， 
上 Xl 十 4Xs 一 zs 一 4， 
一 Xz 十 4x3 二 一 3. 
精确 解 x* 二 (二 ,1， 一 十 ) ,要求 当 上 x 一 x 1 .一 5X10-* 时 选 代 终 
止 , 并 且 对 每 一 个 % 值 确定 迭代 次 数 . 
6. 用 SOR 方法 解 方程 组 ( 取 w 一 0.9) 
5zl 十 2zz 十 xs 一 一 12， 
Zi 十 47z2 十 2X3 二 20， 
22z1 一 3zz 十 10z3 一 3. 
要 求 当 上 x*1? 一 x | < 之 10 时 迭代 终止 ， 
7. 设 有 方程 组 4x 一 b, 其 中 4 为 对 称 正定 阵 , 迭 代 公 式 
XD = x 二 wb Axr'*) (k= 0,1,2,.), 


试 证 明 当 0<<w< 方 时 上 述 选 代 法 收敛 (其 中 0<a<AA) ED. 
8. 证 明和 矩阵 
1 a a 
a 1 : 
aa 1 


对 于 一 去 <a<1 是 正定 的 ,而 雅 可 比 选 代 只 对 一 于 <a< 寺 是 收敛 的 . 


9. 给 定 迭 代 过 程 x*** ”一 Gx* 十 8， 其 中 GER" (k= 二 0,1,2,…), 试 证 
明 ; 如 果 G 的 特征 值 4;(G) = 二 00i 二 1,2,…,n), 则 此 迭代 过 程 最 多 迭代 次 
收敛 于 方程 组 的 解 . 

10. 设 和 为 严格 对 角 占 优 阵 , 且 0<w 扫 1. 求证 解 4x 一 五 的 SOR 迭代 法 
收敛 ， 


入 一 


第 7 章 非 线 性 方程 求 根 
7.1 方程 求 根 与 二 分 法 


l 


7.1.1 引言 


本 章 主要 讨论 单 变量 非 线 性 方程 
FCz) 一 0 (1.1) 
的 求 根 问题 ,这 里 zxE R, f(x) ECLa,6b]. 在 科学 与 工程 计算 中 有 
大 量 方程 求 根 问题 ,其 中 一 类 特殊 的 问题 是 多 项 式 方程 
f(x) 一 aoz 十 qzx™! 十 十 an i 工 十 a (ae 天 0)，(1.2) 
其 中 系数 a;(i 二 0,1,…,n) 为 实数 . 
方程 f(x) 二 0 的 根 x* ,又 称 为 也 数 f(z) 的 零点， 它 使 
f(x* ) 二 0; 洲 f(x) 可 分 解 为 
f(x) = (rx "g(r), 
其 中 m 为 正 整数 , 且 g(x’ ) 关 0. 当 m 一 1 时, 则 称 z* 为 单 根 , 若 
m 之 1 称 z'* 为 (1.1) 的 mr 重 根 ,或 x' 为 f(z) 的 mr 重 零 点 .车 x* 是 
f(z) 的 m 重 零 点 , 且 g(x) 充 分 光滑 , 则 
fer ) = f(r) = ef (zr) =0, f(r")K0. 

当 f(x) 为 代数 多 项 式 (1.2) 时 ,根据 代数 基本 定理 可 知 ,n 次 
方程 在 复数 域 有 且 只 有 nn 个 根 ( 含 复 根 ,m 重 根 为 mx 个 根 ) ,2 一 1， 
2 轩 方 程 的 根基 六 案 回 息 的 ,m5， 4 时 虽 有 求 根 公 式 但 比较 复 

杂 ,可 在 数 尝 手册 中 查 到 ,但 已 不 适合 于 数值 计算 ,而 "之 5 时 就 不 
能 用 公式 表示 方程 的 根 . 因此 ,通常 对 ”之 3 的 多 项 式 方程 求 根 与 
一 般 连 续 函 数 方程 (1. 1) 一 样 都 可 采用 迭代 法 求 根 . 迭代 法 要 求 先 
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给 出 根 z 的 一 个 近似 , 若 f(x) ECLa,5b] 且 Fa) AGO<0, 根 据 连 
续 函 数 性 质 可 知 f(x)==0 在 (a,5) 内 至 少 有 一 个 实 根 ,这 时 称 [a， 
5 为 方程 (1.1) 的 有 根 区 间 . 通常 可 通过 逐次 搜索 法 求 得 方程 
(1.1) 的 有 根 区 间 . 

例 1 求 方程 AF(z) = 一 妇 一 11.1z 十 38.8z 一 41.77 一 0 的 有 根 
区 间 . 

解 ” 根 据 有 根 区 间 定 义 , 对 f(x)=0 的 根 进行 搜索 计算 , 结 
果 如 下 : 


Zz 


f(x) 的 符号 


由 此 可 知 方程 的 有 根 区 间 为 [1,2],[3,4],[5,6]. 
7.1.2 二 分 法 


考察 有 根 区 间 La, 相 ,到 中 点 zo 二 (a 十 b)/2 将 它 分 为 两 半 , 假 
设 中 点 zo 不 是 f(x) 的 零点 ,然后 进行 根 的 搜索 , 即 检 查 f(zxo) 与 
f(a) 是 否 同 号 ,如 果 确 系 同 号 ,说 明 
所 求 的 根 Z 在 xz 的 右 侧 ,这 时 令 al 
二 zo 二 6b; 否 则 xz* 必 在 zx。 的 左 侧 ， 
这 时 令 a 二 a,b 二 zxo( 图 7-1). 不 管 
出 现 哪 一 种 情况 ,新 的 有 根 区 间 
[ai ,的 长 度 仅 为 [a ,站 的 一 半 . “ 
对 压缩 了 的 有 根 区 间 [ai ,bj] 又 
可 施行 同样 的 手续 , 即 用 中 点 x 一 图 7-1 
(a 十 b1)/2 将 区 间 [Lai ,bij 再 分 为 两 
半 , 然 后 通过 根 的 搜索 判定 所 求 的 根 在 zi 的 哪 一 侧 , 从 而 又 确定 
一 个 新 的 有 根 区 间 La; ,bj ,其 长 度 是 La ,6j 的 一 半 . | 
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如 此 反复 二 分 下 去 , 即 可 得 出 一 系列 有 根 区 间 
[a,s6] DD [Laybj DD [Leash DD [Lab De, 
其 中 每 个 区 间 都 是 前 一 个 区 间 的 一 半 , 因 此 [ai ,bi] 的 长 度 
bs — a = (b— a)/2* 

当 kk 一 co 时 趋 于 零 ,就 是 说 ,如 果 二 分 过 程 无 限 地 继续 下 去 ,这 些 
区 间 最 终 必 收缩 于 一 点 x* ,该 点 显然 就 是 所 求 的 根 . 

每 次 二 分 后 , 设 取 有 根 区 间 [ai ,Bj 的 中 点 

Xe = (a 二 bi:)/2 

作为 根 的 近似 值 , 则 在 二 分 过 程 中 可 以 获得 一 个 近似 根 的 序列 
该 序列 必 以 根 xz’ 为 极限 . 

不 过 在 实际 计算 时 ,我 们 不 可 能 完成 这 个 无 限 过 程 ,其 实 也 没 
有 这 种 必要 ,因为 数值 分 析 的 结果 人 允许 带 有 一 定 的 误差 .由 于 

fx’ — x | bm a)/2 一 (一 CA]2t， C1. 3) 
只 要 二 分 足够 多 次 ( 即 & 充分 大 ), 便 有 
[1x —zx |=e, 

这 里 se 为 预定 的 精度 . 

例 2 求 方程 

f(z)=x xml1=0 

在 区 间 [1. 2,1. 5j] 内 的 一 个 实 根 ,要 求 准确 到 小 数 点 后 的 第 2 位 . 

解 这 里 < 一 1.0, 5 二 1.5, 而 f(a)<0,f(5) 之 0. 取 [a,5j 的 
中 点 zo 二 1.25, 将 区 间 二 等 分 ,由 于 f(zo) 过 0, 即 f(zxo) 与 f(a) 
同 号 , 故 所 求 的 根 xz" 必 在 zo 右 侧 ,这 时 应 令 a1 二 xo 二 1.25,b==b 
一 1.5, 而 得 到 新 的 有 根 区 间 [a ,bi ]. 

如 此 反复 二 分 下 去 .二 分 过 程 无 需 歼 述 , 我 们 现在 预 估 所 要 二 
分 的 次 数 , 按 误差 估计 (1. 3) 式 ,只 要 二 分 6 次 (4 二 6), 便 能 达到 预 
定 的 精度 


| x” — zx | 0.005. 
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二 分 法 的 计算 结果 如 天 7-1. 
二 分 法 是 计算 机 上 的 一 种 常用 算法 ,下 面 列 出 计算 步 又 : 
表 7-1 计算 结果 


步骤 1 准备 计算 f(x) 在 有 根 区 间 [a, 相 端点 处 的 值 f(a)， 
f(b). 


步 又 2 二 分 计算 fz) 在 区 间 中 点 地? 处 的 值 A( “二 


步 标 3 判断 若 /(* 去 ?) 一 0, 则 % 坟 即 是 根 , 计 算 过 程 结 
束 ,否则 检验 . 

若 jj p90 则 me b, 否 则 以 3 代替 a 

反复 执行 步 卫 2 和 步 卫 3, 直 到 区 间 [4,6] 长 度 小 于 允许 误差 
s, 此 时 中 点 4 二 2 即 为 所 求 近似 根 . 


述 二 分 法 的 优点 是 算法 简单 , 且 总 是 收 伍 的 ,缺点 是 收敛 太 
最 ,让 - 肯 不 单独 将 其 用 于 求 眼 -中 用 其 要求 和 一 个 较 好 的 近 . 
似 值 . 
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7.2 和 迭代 法 及 其 收敛 性 


7.2.1 不 动 点 迁 代 法 


将 方程 (1. 1) 改 写成 等 价 的 形式 
工 一 P(r). (2.1) 
车 要 求 z* 满足 f(x" )==0, 则 xz” =p(z' ); 反 之 亦 然 , 称 xz" 为 函 
数 VCz) 的 一 -个 不 动 点 . 求 (x) 的 零点 就 等 价 于 求 p(xz) 的 不 动 
点 ,选择 一 个 初始 近似 值 xo ,将 它 代 入 (2.1) 右 端 , 即 可 求 得 
ZX1 = V(xo). 
可 以 如 此 反复 迭代 计算 
Zi = PX) (k=0,1,.). (2.2) 
2(Cz) 称 为 迭代 函数 . 如 果 对 任何 zoE[a,65], 由 (2.2) 得 到 的 序列 
{xz} 有 极限 
im = Xx". 
则 称 迁 代 方 程 (2.2) 收 敛 , 旦 z 一 pg《x*) 为 PCz) 的 不 动 点 , 故 称 
(2. 2) 为 不 动 点 迭代 法 . 
上 述 选 代 法 是 一 种 逐次 逼近 法 ,其 基本 思想 是 将 隐 式 方程 
(2. 1) 归 结 为 一 组 显 式 的 计算 
公式 (2. 2) ,就 是 说 ,和 迭代 过 程 
实质 上 是 一 个 逐步 显示 化 的 
过 程 . 
我 们 用 几何 图 像 来 显示 
和 欠 代 过 程 . 方程 x 二 p(x) 的 求 
根 问题 在 xy 平面 上 就 是 要 确 
定 曲 线 y 一 g(x) 与 直线 y 一 工 
的 交点 P* (图 7-2). 对 于 之 * 图 7-2 


yy . | y=x 
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的 某 个 近似 值 z, ,在 曲线 y= 二 p(x) 上 可 确定 一 点 Po, 它 以 zo 为 横 
坐标 ,而 纵 坐标 则 等 于 p(xo) 一 zi. 过 P。 引 平 行 x 轴 的 直线 , 设 此 
直线 交 直 线 y= 二 x 于 点 Qi ,然后 过 Qi 再 作 平 行 于 y 轴 的 直线 , 它 
与 曲线 >= 王 9YCZz) 的 交点 记 作 Pi , 则 点 Pi 的 横 坐 标 为 x , 纵 坐 标 则 
等 于 glx) 二 zx. 按 图 7-2 中 箭头 所 示 的 路 径 继续 做 下 去 ,在 曲线 
y 二 9Cz) 上 得 到 点 列 P,P,, …， 其 横 坐 标 分 别 为 依 公式 t+1l 一 
2?(Czi) 求 得 的 迭代 值 zi ,zx ，… 如 果 点 列 {Pi} 趋 向 于 点 P* , 则 相 
应 的 选 代 值 zx 收敛 到 所 求 的 根 二 . 

例 3 求 方程 

jz) 一 妈 一 二 一 1 一 0 (2.3) 

在 x 二 1.5 附近 的 根 xz“. 

解 ” 设 将 方程 (2. 3) 改 写成 下 列 形式 


据 此 建立 迭代 公式 
zn = Tl (k=0,1,2,.). 

表 7-2 记录 了 各 步 迭 代 的 结果 . 
我 们 看 到 ,如 果 仅 取 6 位 数字 ， 表 7-2 计算 结果 
那么 结果 z 与 zs 完全 相同 ,这 
时 可 以 认为 zz 实际 上 已 满足 方 
程 (2. 3) , 即 为 所 求 的 根 .- 

应 当 指 出 ,迭代 法 的 效果 并 
不 是 总 能 令 人 满意 的 . 壁 如 , 设 
依 方程 (2, 3) 的 另 一 种 等 价 形式 


z= 二 x—1 


1.32476 
1. 32473 
1. 32472 
1. 32472 


1. 35721 
1.33086 
1. 32588 
1.32494 


> 一 Ow 


建立 迭代 公式 
Xtl 一 zi 一 1. 


迭代 初 值 仍 取 zo 二 1.5, 则 有 
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Z1 一 2.375， Xz 一 12.39. 
继续 迭代 下 去 已 经 没有 必要 ,因为 结果 显然 会 越 来 越 大 ,不 可 能 趋 
于 某 个 极限 . 这 种 不 收 钱 的 迭代 过 程 称 作 是 发 散 的 .一 个 发 散 的 迭 
代 过 程 ,纵使 进行 了 千 百 次 和 迭代 ,其 结果 也 是 毫 无 价值 的 ， 
例 3 表明 原 方程 化 为 (2. 1) 的 形式 不 同 , 有 的 收敛 ,有 的 发 散 ， 
只 有 收敛 的 适 代 过 程 (2.2) 才 有 意义 ,为 此 我 们 首先 要 研究 p(x) 
的 不 动 点 的 存在 性 及 和 迭代 法 (2. 2) 的 收敛 性 . 


7.2.2 不 动 点 的 存在 性 与 迭代 法 的 收敛 性 


首先 考察 p(x) 在 [a,5j 上 不 动 点 的 存在 唯一 性 . 
定理 1 设 g(z)ECLa,bj] 满 足以 下 两 个 条 件 : 
1” 对 任意 zxE La, 的 有 a 委 pCz) 委 六 
2” 存在 正常 工 <1, 使 对 任意 x,yE[La,5bj 都 有 
| PCz) 一 VCy) | 委 工 | 并 一 y |， 《2. 4) 
则 pkx) 在 La,65j 上 存在 唯一 的 不 动 点 x*， 
证 明 ” 先 证 不 动 点 存在 性 . 洪 g(a) 二 a 或 9(8) 二 5, 显然 PCz) 
在 [La,65] 上 半 在 不 动 点 . 因 a 委 8(z) 委 8, 以 下 设 p(a)>>a 及 p (人 去 
0, 定义 函数 
Jz) = PCZ) 一 工 . 
显然 f(x) 三 Cla,5j, 且 满足 Fa) 一 p(a) 一 a>>0，FC0) 一 PCO) 一 Bb 
一 0, 由 连续 函数 性 质 可 知 存在 x E(a,o) 使 f(x* 一 0, 即 z = 
pr" ) ,x" 即 为 PCz) 的 不 动 点 . 
再 证 唯一 性 . 设 xz? 及 xz Ef[a,5bj 都 是 9g(x) 的 不 动 点 , 则 出 
(2.4) 得 
| zt —zx? |=| px? ) — 9(x2 ) | 
LL|xr mz |<|xrxr ri |. 
引出 矛盾 . 故 p(x) 的 不 动 点 只 能 是 唯一 的 . 证 毕 . 
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在 p(xz) 的 不 动 点 存在 唯一 的 情况 下 ,可 得 到 过 代 法 (2.2) 收 
敛 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 2 设 PCz)eECLa,O 满 足 定 理 1 中 的 两 个 条 件 , 则 对 任 
意 zeE [ago], 由 (2.2) 得 到 的 迭代 序列 {z; 收 敛 到 ZCz) 的 不 动 点 
Zz" ,并 有 误差 估计 
| (2.5) 

证 明 设 zE[a,O 是 oz) 在 La, 的 上 的 唯一 不 动 点 ,由 条 
件 1° ,可知 {zi)E€[La,5b], 再 由 (2.4) 得 

| 你 一 2 |=| 9PGze 一 PC ) | 

委 工 | ze 一 Z ”| 和 “LL | To 一 工 ” 

因 0 一 工 < 天]1 , 故 当 有 -~ce 时 序列 (zt 收敛 到 xz. 

下 面 再 证 明 估 计 式 (2.5), 由 (2.4) 有 


| x 一 z” | 二 


| za CO— zx |=| PT — pre) |EL | rm re |. (2.6) 
据 此 反复 递 推 得 
. | za CO—z | |zim ro |. 
于 是 对 任意 正 整 数 p 有 


| za — Te [S| Tits — Tire | 十 | Zierpi — Terpz | 
十 十 | Zerl 一 Ze | 
< 妇 (和 十 了 和 十 十 大) | zi 一 Zoo 
L* 

1—L 
在 上 式 令 Pp, 注意 到 limzx,s 二 x” 即 得 式 (2. 5). 证 毕 . 

迭代 过 程 是 个 极限 过 程 . 在 用 迭代 法 进行 实际 计算 时 ,必须 按 
精度 要 求 控制 迭代 次 数 ,误差 估计 式 (2.5) 原 则 上 可 用 于 确定 迭代 
次 数 , 但 它 由 于 含有 信息 上 而 不 便于 实际 应 用 . 根据 式 (2.6), 对 
任意 正 整数 pz 有 

| zars 一 ZX | 和 (Ll 十 LL 十 十 1) | zn 一 Zz | 


和 


| zi 一 Zo |. 
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| | 
全 1 一 了 Terl Te |. 
在 上 式 中 令 p 一 2 知 
|x*C—z | 7 一 了 | zerl — ze |. 
由 此 可 见 , 只 要 相 邻 两 次 计算 结果 的 偏差 |zi1 一 zx1 足 够 小 
即 可 保证 近似 值 x。 具有 足够 精度 . 


对 定理 1 和 定理 2 中 的 条 件 2” ,在 使 用 时 如 果 p(x)€ CLa， 
bj] 且 对 任 蕊 xELa,5j 有 


| 9 Cx) | 委 工 二 1， (2.7) 
| 9Cz) — p69) |= 9 Oy) | 委 工 |1z 一 yeE (a,b). 


它 表 明定 理 中 的 条 件 2 可 用 (2.7) 人 代替. 

在 例 3 中 , 当 gz) YTTIN, G(r) =—3+1) ,在 区 间 
12] 中 ,1g Cz) | 之 二 ( 主 ) <1, 故 (2.7) 成 立 . 又 因 1<< 姑 < 
9(X)V3 志 2, 故 定理 1 中 条 件 1 也 成 立 . 所 以 迭代 法 是 收 化 的 . 
而 当 g(x) 二 x 一 1 时 ,9 (x) 一 3z? 在 区 间 [1,2] 中 |w (x)| 守 1 不 
满足 定理 条 件 . | 


7.2.3 局 部 收敛 性 与 收 和 伍 阶 


上 面 给 出 了 选 代 序 列 {(ze} 在 区 间 [ae, 拉 上 的 收敛 性 ,通常 称 为 
全 局 收敛 性 . 有 时 不 易 检 验 定理 的 条 件 , 实 际 应 用 时 通常 只 在 不 动 
点 二 的 邻近 考察 其 收敛 性 , 即 局 部 收敛 性 . 

定义 1 设 p(xz) 有 不 动 点 zx* ,如 果 存 在 zx” 的 某 个 邻 域 
R: |zx 一 x+” | 二 6, 对 任意 xoE R, 夫 代 (2.2) 产 生 的 序列 {x} ER， 
且 收 全 到 xz* , 则 称 六 代 法 (2.2) 局 部 收敛 . 

定理 3 设 x* 为 p(x) 的 不 动 点 ,yp (xz) 在 x* 的 某 个 邻 域 连 
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续 , 且 |9 rz )1<1, 则 适 代 法 (2. 2) 局 部 收敛. 

证 明 由 连续 函数 的 性 质 ,存在 x* 的 某 个 邻 域 R: | x 一 xz* 
人 6, 使 对 于 任意 xER 成 立 

| wz) | 委 工 二 1 

此 外 ,对 于 任意 zER, 总 有 pLz)ER, 这 是 因为 
| PCz) 一 zi |=| px) 一 pz ) LIzr—zr’ I<|Izr zx’ |. 
于 是 依据 定理 2 可 以 断定 迭代 过 程 zera 一 PCze) 对 于 任意 初 值 
2zoERR 均 收敛 . 证 毕 . 

下 面 讨论 选 代 序列 的 收敛 速度 问题 , 先 看 例 . 

例 4 用 不 同方 法 求 方程 之 一 3 一 0 的 根 xz" =v3. 

解 这 里 FGz) 王 忆 一 3， 可 改写 为 各 种 不 同 的 等 价 形式 
Z 一 9(CZz) ,其 不 动 点 为 zx" =V3. 由 此 构造 不 同 的 迭代 法 : 

(1) zini=zi 二 zm3, p(X)=zx 二 zm—3, 9 CCz) 一 2z 十 1， 

?0 Yt 


(2) zt 一 立 ， g(x) 一 这 ,9 (z) 一 一 谱 ， pr ) 一 一 1. 


(3) Tet1l 一 一 子 (zi 一 3) 9 DPCZ) =z 一 地 (x? 一 3) s 


gf(z) 一 1 一 村 


px” )—1—~0. 134<1. 
(4) zx 一 于 (十 之 ) 9 g(z) 一 于 (z 十 二) 9 


gy (zx) == (1 一 芯 )， yx' )=9 (V3) =0. 
取 zo==2, 对 上 述 4 种 迭代 法 ,计算 三 步 所 得 的 结果 如 下 表 . 
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表 7-3 计算 结果 
* 和 迭代 法 (1) 和 迭代 法 (2) ”迭代 法 (3) 迭代 法 (4) 
0 Xo 2 2 2 2 
1 zx 3 1.5 1. 75 1.75 
2 Zz 9 2 1,73475 1.732143 
3 zx 87 1.5 1.732361 1.732051 


注意 V3 一 1. 7320508… ,从 计算 结果 看 到 迭代 法 (1) 及 (2) 均 
不 收敛 , 且 它 们 均 不 满足 定理 3 中 的 局 部 收敛 条 件 ,迭代 法 (3) 和 
〈4) 均 满足 局 部 收敛 条 件 , 且 和 迭代 法 (4) 比 (3 收敛 快 , 因 在 选 代 法 
(4) 中 g(x*)==0. 为 了 衡量 迭代 法 (2.2) 收 化 速度 的 快慢 可 给 出 
以 下 定义 . 

定义 2 设 和 迭代 过 程 Ze 一 PCze) 收 和 伍 于 方程 Z 一 2(Cz) 的 根 
Z ”如果 人 夺 代 误差 e; 二 zi 一 x* 当 k 一 co 时 成 立 下 列 渐 近 关系 式 


>C (常数 C 关 0)， 


则 称 该 迭代 过 程 是 了 阶 收敛 的 . 特别 地 ,之 一 1 时 称 线 性 收敛 ， 
2>1 时 称 超 线性 收敛 ,2 一 2 时 称 平方 收敛. 

定理 4 对 于 和 迭代 过 程 x+ 一 2Cze), 如 果 9YP (Zz) 在 所 求 根 

pT)= Gz) = Yr (rz) = 0, 
UP z ) 兴 0， (2. 8) 

则 该 迭代 过 程 在 点 xz" 邻近 是 p 阶 收 合 的 ， 

证 明 ”由 于 9 (zx ) 二 0, 据 定理 3 立即 可 以 断定 迭代 过 程 
zt 二 9(Cz) 具 有 局 部 收敛 性 . 

再 将 (zi) 在 根 x* 处 做 泰勒 展开 ,利用 条 件 (2. 8) , 则 有 
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《一 区 )?,é& 在 之 。 与 ” 之 间 . 


注意 到 PT)—=Xer Pr" )=x",， 由 上 式 得 
人 


zl 一 2 = (x Xr “782 ， 


员 此 对 半 代 误 闫 ,当时 有 
Ept1 9 Pr”) )》 
[33 pl 
这 表明 和 迭代 过 程 ziy1 一 pCz) 确 实 为 p 阶 收 化. 证 毕 . 
上 述 定理 告诉 我 们 ,迭代 过 程 的 收敛 速度 依赖 于 迭代 函数 
2(Cz) 的 选取 . 如 果 当 xELa,b] 时 9 《Zz) 关 0, 则 该 迭代 过 程 只 可 能 
是 线性 收敛 . 
在 例 4 中, 移 代 法 (3) 的 9 (x ) 天 0, 故 它 只 是 线性 收敛 ,而 迁 


代 法 (4) 的 oz ) 一 0， 而 W(zZ) 一 号 ,多 2 ) 一 局 关 0 由 定理 4 


Cp) 
G(r) 一 pe) + 


(2. 9) 


知 p 一 2, 即 该 迁 代 过 程 为 2 阶 收 人 
7.3 迭代 收 和 敛 的 加 速 方法 


7.3.1 埃 特 金 加 速 收敛 方法 


对 于 收敛 的 迭代 过 程 ,只 要 迭代 足够 多 次 ,就 可 以 使 结果 达到 
任意 的 精度 ,但 有 时 和 迭代 过 程 收 敛 缓慢 ,从 而 使 计算 量变 得 很 大 ， 
因此 迭代 过 程 的 加 速 是 个 重要 的 课题 . 

设 ze 是 根 zx’ 的 某 个 近似 值 ,用 迄 代 公式 校正 一 次 得 

Xi 一 PCzZzo)， 
而 由 微分 中 值 定 理 , 有 
Tx” = PT) 一 oz 一 VCzo 一 z)， 
其 中 介 于 xz 与 xo 之 间 . 
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假定 Y (z) 改 变 不 大 ,近似 地 取 某 个 近似 值 二 , 则 有 


zl 一 ZTCzo 一 Z). 《3. 1) 
若 将 校正 值 zx; 二 p(xo) 再 校正 一 次 ,又 得 
Za = P(X1), 
由 于 Ta 一 T” XL(TI— Tx"), 
将 它 与 (3. 1]) 式 联 立 ,消去 未 知 的 工 , 有 
1 一 工 ” a 一 工 ” 
Za 一 工 Til 一 工 
由 此 推 知 
a Xoxs — Xf 2 (zl — zxo)? . 
Xs — 2X1 十 xo Za — 2X1 十 To 


在 计算 了 zk 及 zz 之 后 ,可 用 上 式 右 端 作为 x* 的 新 近似 , 记 作 
Ti. 一 般 情形 是 由 TE 计算 Zerlyzt+zy 记 


(Tar — Xs)? 


Tgptl = Tk 


Th 一 2ztrl 十 Xetz 
= Ti — (Az) /A x (k= 0,1,.). (3. 2) 
(3.2) 称 为 埃 特 金 (Aitken) A? 加 速 方法 . 
可 以 证 明 


¥# 
Xtl 一 净 一 0 


lim - 
ko 一 人 


它 表 明 序 列 {zs} 的 收敛 速度 比 {ze) 的 收 伍 速度 快 . 
7.3.2 斯 蒂 芬 森 和 迭代 法 


埃 特 金 方法 不 管 原 序 列 {xi} 是 怎样 产生 的 ,对 {xi} 进行 加 速 
计算 ,得 到 序列 {xz}. 如 果 把 埃 特 金 加 速 技巧 与 不 动 点 迭代 结合 ， 
则 可 得 到 如 下 的 迭代 法 : 

Yr = PXTi), Ze = Py), 
(yr — re) 


Titl = Th Zi By, 二 二 (k = 0,1,.…), (3. 3) 
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称 为 斯 蒂 芬 森 (Steffensen) 迭代 法 . 它 可 以 这 样 理 解 ,我 们 要 求 
ZX 二 p(x) 的 根 x* , 令 sz) 一 PCZ) 一 Te) 一 9 ) 一 太一 0 已 
知 xz’ 的 近似 值 zs 及 yi ,其 误差 分 别 为 

E(X£) = p(T) — Th = Ym Xs 

E(y1) = Phy) — yr ~ Le OO— Ye. 
把 误差 s(z) 外 推 到 零 ”, 即 过 (ztys(Cze)) 及 (yeCyD)) 两 点 做 线 
性 插值 函数 , 它 与 z 轴 交 点 就 是 (3.3) 中 的 xi+i, 即 方程 


g(x,) F297 — E( Xi) 
Ve Tr 


(xX—x)=0 


的 解 
e(zi) (ye 一 .72 一 
eCye) — elxh ze—2ytxe 
实际 上 (3. 3) 是 将 不 动 点 友 代 法 (2. 2) 计 算 两 步 合并 成 一 步 得 
到 的 ,可 将 它 写 成 另 一 种 不 动 点 迭代 
hhl = Pz) (k = 0,1,..), (3.4) 


人 二 Lk jC Xi) = x 


其 中 


[p(xz)— zx 
7) 7 gg7)) — 207) Fz C3.5) 


对 不 动 点 迭代 (3.4) 有 以 下 局 部 收敛 性 定理 . 

定理 5 若 zx' 为 (3.5) 定 义 的 迭代 函数 gx) 的 不 动 点 , 则 工 * 
为 p(x) 的 不 动 点 .反之 ,车 x* 为 p(x) 的 不 动 点 ; 设 8 (z) 存 在 ， 
go(z") 天 1, 则 守 是 以 z) 的 不 动 点 , 且 斯 蒂 芬 森 迭 代 法 (3.3) 是 2 
阶 收敛 的 . 

证 明 可 见 [2]. 

例 5 用 斯 蒂 芬 森 和 迭代 法 求解 方程 (2. 3). 

解 例 3 中 已 指出 下 列 迭 代 

Xial = Xl1 


是 发 散 的 , 现 用 (3.3) 计 算 , 取 g(x) 二 zx; 一 1, 计 算 结 果 如 下 表 . 
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表 7-4 计算 结果 
天 Ik ys Zk 
0 1,5 2.37500 12. 3965 
1 1.41629 1.84092 5. 23888 
2 1.35565 1.49140 2. 31728 
3 1.32895 1.34710 1. 44435 
和 1. 32480 1.32518 1. 32714 
5 1.32472 


计算 表明 它 是 收 僵 的 ,这 说 明 踊 使 迭代 法 (2.2) 不 收敛 ,用 斯 
蒂 芬 森 和 迭代 法 (3. 3) 仍 可 能 收敛 . 至 于 原来 已 收敛 的 迭代 法 (2. 2)， 
由 定理 5 可 知 它 可 达到 2 阶 收敛 . 更 进一步 还 可 知 若 (2.2) 为 p 阶 
收敛 , 则 (3. 3) 为 p 十 1 阶 收敛 ( 见 [2]). 

例 6 求 方程 3z 一 e* 二 0 在 [3,4] 中 的 解 ， 

解 ” 由 方程 得 e* 二 3zx? , 取 对 数 得 

zz 一 ln3z: 一 2lnz 十 ln3 = PCz). 

若 构造 迭代 法 


Xdl 一 21nzx 十 ln3， 
由 于 8 (z) 一 二， max |9 (7) | 地 <1, 且 当 zrE[3,4] 时 ,p(x) € 
L3,4j, 根 据 定理 2 此 迭代 法 是 收敛 的 . 若 取 xo = 二 3.5 和 迭代 16 次 得 


Za 一 3.73307, 有 六 位 有 效 数 字 . 
若 用 (3. 3) 进 行 加 速 ,计算 结果 如 下 ， 


k Xk Ys Zh 

0 3.5 3. 60414 3. 66202 
1 3.73444 3.73381 3.73347 
2 3.73307 
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表 7-4 计算 结果 
天 2 Je Zk 
0 1.5 2.37500 12. 3965 
1 1. 41629 1. 84092 5. 23888 
2 1.35565 1.49140 2.31728 
3 1. 32895 1.34710 1. 44435 
4 1. 32480 1.32518 1. 32714 
5 1.32472 


计算 表明 它 是 收敛 的 ,这 说 明 即 使 选 代 法 (2. 2) 不 收敛 ,用 斯 
蒂 芬 森 迭 代 法 (3. 3) 仍 可 能 收敛 . 至 于 原来 已 收敛 的 迭代 法 (2. 2)， 
由 定理 5 可 知 它 可 达到 2 阶 收敛 .更 进一步 还 可 知 若 (2.2) 为 p 阶 
收敛 , 则 (3. 3) 为 p 十 1 阶 收 敛 ( 见 [2]7. 

例 6 求 方 程 3zx? 一 e 一 0 在 [3,4j 中 的 解 . 

解 ” 由 方程 得 e* ==3z? , 取 对 数 得 

r= ln3z?: = 2lnz 十 ln3 = g(x). 
若 构造 迭代 法 
Xi 一 2lnz; 十 ln3， 

由 于 g(z) 一 二， Iax |9 (z) | 入 二 一 1, 且 当 ZE[3, 4 时 ,PCz)E 


[3 ,4] ,根据 定理 2 此 迭代 法 是 收敛 的 . 若 取 xz。 二 3.5 迭代 16 次 得 
x1s 二 3.73307, 有 六 位 有 效 数字 . 
车 用 (3. 3) 进 行 加 速 ,计算 结果 如 下 ， 


天 Xk VY Zh 

0 3.5 3. 60414 3. 66202 
1 3. 73444 3.73381 3.73347 
2 3.73307 
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y= fx) + fF (xe) ro— ri). 
这 样 求 得 的 值 xi4i 必 满足 (4.1), 从 而 就 是 牛顿 公式 (4.2) 的 计算 
结果 . 由 于 这 种 几何 背景 ,牛顿 法 亦 称 切线 法 . 
关于 牛顿 法 (4. 2) 的 收敛 性 ,可 直接 由 定理 4 得 到 ,对 (4. 2) 其 
迄 代 函 数 为 


_ f(z) 
p(x) 一 二 文 fr) 
fr) f(r) 
由 于 9 (x) 一 TFT 


知 p(x*" )==0, 于 是 依据 定理 4 可 以 断定 ,牛顿 法 在 根 z* 的 邻近 
是 平方 收敛 的 . 又 因 


dr’ ) y, 故 由 (2. 9) 可 得 


一 并 f(r’) 
lime ) ”2Pz) (4. 3) 


例 7 用 牛顿 法 解 方程 
Ze 一 1] 一 0. (4.4) 
解 这 里 牛顿 公式 为 


Te @ 


1 二 x ， 


XiHl 一 AR 一 


取 和 迭代 初 值 x。 一 0.5, 迭 代 结 果 
列 于 表 7-5 中 ， 表 7-S 计算 结果 

所 给 方程 (4. 4) 实 际 上 是 方 
程 zx 一 e “的 等 价 形式 . 车 用 不 
动 点 迭代 到 同一 精度 要 迭代 17 
次 ,可 见 牛 顿 法 的 收敛 速度 是 很 
快 的 . 

下 面 列 出 牛顿 法 的 计算 


0. 57102 
0. 56716 


0. 56714 
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步 又: 

步骤 1 准备 选 定 初始 近似 值 zx ,计算 f。 == f(zo)， 
fo =f (zo). 

步骤 2 选 代 按 公式 

Ti= zo fof/fo 

办 代 一 次 ,得 新 的 近似 值 Tl ,计算 万 一 .jzl)， fi =f (zi). 

步骤 3 控制 ”如 果 zi 满足 1 <e 或 | fi | 二 6, 则 终止 送 
代 , 以 zc 作为 所 求 的 根 ; 否 则 转 步 骤 4. 此 处 s ,ez 是 允许 误差 ,而 

| |， 当 | zj 二 C 人 时; 
G 一 


| zi 一 to | 


9 当 1|z | 宇 C 时 ， 
| zl | 


其 中 C 是 取 绝 对 误差 或 相对 误差 的 控制 常数 ,一 般 可 取 C=1. 

步骤 4 修改 ”如 果 和 迭代 次 数 达 到 预先 指定 的 次 数 N, 或 者 
户 二 0; 则 方法 失败 ;否则 以 (zi ,i,f1 ) 代 赫 (zxo ,o,fo ) 转 步骤 
2 继续 和 迭代 . 


7.4.2 牛顿 法 应 用 举例 


对 于 给 定 的 正 数 C, 应 用 牛顿 法 解 二 次 方程 
Z2 一 CC 一 0， 
可 导出 求 开 方 值 VC 的 计算 程序 
Xl 一 于 (二 +£) » (4. 5) 
我 们 现在 证 明 , 这 种 迭代 公式 对 于 任意 初 值 ze 二 0 都 是 收 
全 的 . 
事实 上 ,对 (4.5) 式 施行 配方 手续 , 易 知 


zn 一 VEC= (rs — VO)’; 
天 


Terl 十 VC = 3 十 VC)2. 
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以 上 两 式 相 除 得 
Ttl 一 VC _ | 
xan 十 VC 2 十 VC 
据 此 反复 违 推 有 
Ee 必 -| (4. 6) 
Th 十 VC Xo 十 VC 
记 g = YC 


zo VC 
整理 (4.6) 式 ,得 
ze— VC = 2VC gq i 
1—g 
对 任意 x。 记 0; 总 有 |g| 二 1, 故 由 上 式 推 知 , 当 >oo 时 zi 一 
YC, 即 迭 代 过 程 恒 收 化 
例 8 求 /115. 


解 ” 取 初 值 zo 一 10, 对 C= 表 7-6 计算 结果 
115 按 (4.5) 式 兴 代 3 次 便 得 到 E 7 
精度 为 0“ 的 结果 ( 见 表 7-6). 0 10 
由 于 公式 (4.5) 对 任意 初 值 ， ,0 760000 
Zo 之 0 均 收 敛 ,并 且 收 敛 的 速度 
很 快 ,因此 我 们 可 取 确 定 的 初 值 2 10. 723837 
如 z= 二 1 编制 通用 程序 . 用 这 个 3 10. 723805 
通用 程序 求 V1Hi5 ,也 只 要 迭代 7 “10-723805 
次 便 得 到 了 上 面 的 结果 
10. 723805. 


7.4.3 简化 牛顿 法 与 牛顿 下 山 法 
牛顿 法 的 优点 是 收敛 快 , 缺 点 一 是 每 步 和 迭代 要 计算 f(zi) 及 
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(ze) ,计算 量 较 大 且 有 时 f(x) 计算 较 困 难 , 二 是 初始 近似 mm 
只 在 根 x* 附近 才能 保证 收敛 ,如 xz。 给 的 不 合适 可 能 不 收敛 . 为 克 
服 这 两 个 缺点 ,通常 可 用 下 述 方法 . 

(1) 简化 牛顿 法 ,也 称 平行 弦 法 . 其 迭代 公式 为 

Zi 一 2 一 CrCze) C0,k=0,1,.…. (4.7) 

迭代 括 数 ”9g(z)==z 一 Cf(z). 

若 19 (zx)|=|1 一 Cf (zx)| 过 1; 即 取 0 二 C(x) 过 <2. 在 
人 7) 局 部 收敛 . 


称 为 简化 生字 法 ,这 交流 站 
省 ,但 只 有 线性 收 伍 ,其 几何 意义 
是 用 平行 汞 与 并 轴 交 点 作为 工 的 
近似 . 如 图 7-4 所 示 . 

(2) 牛顿 下 山 法 . 牛顿 法 收敛 
性 依赖 初 值 zo 的 选取 . 如 果 ze 偏 
离 所 求 根 x* 较 远 , 则 牛顿 法 可 能 
发 散 . 

例如 ,用 牛顿 法 求解 方程 

zx l=0. (4.8) 图 7-4 

此 方程 在 z= 二 1.5 附近 的 一 个 根 
x". 设 取 壕 代 初 值 ze 一 1.5, 用 牛顿 法 公式 


3 
一 和 一 1 
ze = Ze (4.9) 
天 


计算 得 
Xi 一 1.34783， zs 一 1.32520， zs 一 1. 32472. 
迭代 3 次 得 到 的 结果 zs 有 6 位 有 效 数字 . 
但 是 ,如 果 改 用 zo 一 0. 6 作为 迭代 初 值 , 则 依 牛 顿 法 公式 
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(4. 9) 和 迭代- 一 次 得 
Zi = 17.9. 

这 个 结果 反而 比 x。 一 0.6 更 偏离 了 所 求 的 根 z 7 一 1. 32472. 

为 了 防止 迭代 发 散 ,我 们 对 迭代 过 程 再 附加 一 项 要 求 , 即 具有 
单调 性 : 

| frin) | | f lx) |. 《4. 10) 

满足 这 项 要 求 的 算 潜 称 下 山 法 . 1 

我 们 将 牛顿 法 与 下 山 法 结合 起 来 使 用 , 即 在 下 出 法 保证 函数 
值 稳定 下 降 的 前 提 下 ,用 牛顿 法 加 快 收敛 速度 . 为 此 ,我们 将 牛顿 
法 的 计算 结果 
fx) 


Til Xe 


f (x1) 
与 前 一 步 的 近似 值 x; 适当 加 权 平 均 作 为 新 的 改进 值 
Za 一 Man + (1 — A ze (4.11) 
其 中 (0< 1) 称 为 下 山 因 子 ,(4. 11) 即 为 
f (x) ... 
Xitl — Xk es (k=0,1, )， (4.12) 


称 为 牛顿 下 山 法 . 选择 下 山 因子 时 从 4=1 开始 ,逐次 将 * 减 半 进 
行 试 算 , 直 到 能 使 下 降 条 件 (4. 10) 成 立 为 止 . 若 用 此 法 解 方程 
(4.8), 当 zz 一 0.6 时 由 (4.9) 求 得 zi 二 17.9, 它 不 满足 条 件 


(4.10), 通 过 4 逐次 取 半 进行 试 算 , 当 4 二 亢 时 可 求 得 


Zz1 二 1.140625. 此 时 有 f(zxi) 一 一 0.656643, 而 f(zo) 二 一 1. 384， 
显然 |f(zi)| 过 | f(zo)1. 由 wi 计算 zz 时 1 一 1, 均 能 使 条 件 
(4. 10) 成 立 , 计算 结果 如 下 ， 
2 一 1.36181， f(x;)—=0.1866; 
2 一 1.32628， f(zxs)=0.00667; 
2 一 1.32472， f(xi)=0.0000086. 
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limf《xi) 一 0, 从 而 使 (zx) 收敛 . 


7.4.4 重 根 情形 


设 f(x) 二 (zx 一 x )"g (XxX), 整数 区 宇 2,g(zx* ) 关 0, 则 xz’ 为 方 
程 f(x) 二 0 的 m 重 根 ,此 时 有 
fr = Fr) Sf V(r) =0, f(r")#K0. 
只 要 (zi) 并 0 仍 可 用 牛顿 法 (4. 2) 计 算 ,此 时 迭代 函数 p(xz) = 


区 区 的 导数 为 g(z' ) 一 1 一 不 天 0, 且 | Cz )|<1, 所 以 牛 


顿 法 求 重 根 只 是 线性 收敛 . 若 取 


一 


_ ,f(z) 
p(X) 一 工 ™ Fx) 
则 g(x" ) 一 0. 用 和 迭代 法 
Tl = rm (k=0,1,) (4. 13) 
fi (zx) 


求 m 重 根 , 则 具有 2 阶 收敛 ,但 要 知道 x* 的 重 数 m. 
构造 求 重 根 的 近代 法 ,还 可 令 jC(z) 二 f(x)/ 了 (x), 车 zx" 是 


u(x) = (TXT— x )g(r) 


mg (xX) rr)g (rz) 
故 x* 是 jy(zx)==0 的 单 根 .对 它 用 牛顿 法 ,其 迭代 函数 为 


ACZ) fOr) PCz) 
PCZ) 一 工 we) 一 x PE FE PE ， 
从 而 可 构造 迭代 法 
Zi = th zs) (xi) Ck = 0,1,.2e), 


[fF Cz). 一 f(r) fF x) 
(4. 14) 
它 是 二 阶 收敛 的 . 
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例 9 方程 x 一 4x’ 十 4 二 0 的 根 x" 一 V2 是 二 重 根 , 用 上 述 三 
种 方法 求 根 . 

解 ” 先 求 出 三 种 方法 的 迭代 公式 : 

(1) 牛顿 法 zn 。 

Tk 
2 一 2 
2 “ 

Zi 一 2) 


2 十 2 


(2) 放 (4. 13) 式 -HI 一 RE 


(3) 上 诗 (4.14) 式 zisl 二 XxX: 一 


取 初 值 zo-==1.5, 计 算 结果 如 表 7-7. 
表 7-7 三 种 方法 数值 结果 


k | zh 方法 (1) 方法 (2) 方法 (3) 

1 I 1. 458333333 1.416666667 1.411764706 
2 2 1. 436607143 1, 414215686 1. 414211438 
3 1. 425497619 1. 414213562 1.414213562 


计算 三 步 , 方 法 (2) 及 (3) 均 达到 10 位 有 效 数字 ,而 用 牛顿 法 
只 有 线性 收敛 ,要 达到 同样 精度 需 迭 代 30 次 . 


7.5 弦 截 法 与 抛物 线 法 


用 牛顿 法 求 方 程 (1.1) 的 根 ,每 步 除 计算 fCzxi) 外 还 要 算 
六 (zx) , 当 函 数 f(z) 比 较 复杂 时 ,计算 f(x) 往往 较 困 难 , 为 此 可 
以 利用 已 求 函 数值 了 (ZT2)， fCzi_i1),… 来 回避 导数 值 廊 (《zi) 的 计 
算 . 这 类 方法 是 建立 在 插值 原理 基础 上 的 ,下 面 介 绍 两 种 常用 
方法 . 


7.5.] 弦 截 法 
设 Tk ,Xs-_1 是 f(x)=0 的 近似 根 ,我们 利用 fx) »f (Xl ) 构 
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造 一 次 插值 多 项 式 p(x), 并 用 pi (x) 二 0 的 根 作为 f(x)=0 的 新 
的 近似 根 zir1- 由 于 
fz) 一 f(xe1) 


Xp Tal 


pi(z) -一 fx) 十 


(XC— zi). (5. 1) 


因此 有 


fy) 
fx) 一 f(xe1) 
这 样 导 出 的 迭代 公式 (5. 2) 可 以 看 做 牛顿 公式 


fx) 


Titl 一 ZE 一 fr) Cx) 


Xetl 二 上 


(Xr — TE). (5. 2) 


中 的 导数 (zi) 用 差 商 六 于 二 全 -二 取代 的 结果 ， 


现在 解释 这 种 迭代 过 程 的 几何 意义 . 如 图 7-5, 曲 线 y= f(x) 
上 横 坐 标 为 zi ,ze-: 的 点 分 别 记 为 P ,Pi , 则 弦 线 PiP,-; 的 斜率 


等 于 差 商 值 帮 2 一 大 - 7 ,其 方程 是 


一 


y=f(z) + 车 一 人 


因 之 , 按 (5. 2) 式 求 得 的 Cerl 实际 上 是 弦 线 PiPii 与 区 轴 交 点 的 
模 坐 标 . 这 种 算法 因此 而 称 为 弦 截 法 . 


《zz 一 Zu). 


7.5 弦 截 法 与 抛物 线 法 * 285 » 


弦 截 法 与 切线 法 (牛顿 法 ) 都 是 线性 化 方法 ,但 两 者 有 本 质 的 
区 别 , 切线 法 在 计算 ze 时 只 用 到 前 一 步 的 值 zx 而 弦 截 法 
(5. 2) ,在 求 zi+1 时 要 用 到 前 面 两 步 的 结果 zzt-i, 因 此 使 用 这 
种 方法 必须 先 给 出 两 个 开始 值 zo ,zi. 


例 10 用 弦 截 法 解 方程 表 7-8 计算 结果 
jz) = xzer 一 1= 0. 四 
解 ” 设 取 xo 二 0.5,xi 一 0 二 0 5 

0.6 作为 开始 值 ,用 弦 截 法 求 得 1 0.6 

的 结果 见 表 7-8, 比较 例 7 牛顿 ， 6632 

法 的 计算 结果 可 以 看 出 , 弦 截 法 

的 收敛 速度 也 是 相当 快 的 . 3 0. 56709 
实际 上 ,下 述 定 理 断 言 , 芝 4 0.56714 


截 法 具有 超 线 性 的 收 化 性 . 
定理 6 假设 f(z) 在 根 x* 的 邻 域 A: |x 一 zx" 1 二 内 具有 二 
阶 连续 导 煞 , 且 对 任意 zxE4 有 F(z) 天 0, 又 初 值 zo ,zi EA, 那 么 


当 邻 域 A 充分 小 时 , 弦 截 法 (5. 2) 将 按 阶 p— LS. 618 收 合 


到 根 z" .这 里 是 方程 一 4 一 1 二 0 的 正 根 . 
定理 证 明 可 见 [2]. 


7.5.2 抛物 线 法 


设 已 知 方程 f(x)==0 的 三 个 近似 根 zy zt 我们 以 这 
三 点 为 节点 构造 二 次 插值 多 项 式 如 (z) ,并 适当 选取 p(x) 的 一 
个 零点 z+1 作 为 新 的 近似 根 ,这 样 确定 的 迭代 过 程 称 抛物 线 法 ， 
亦 称 密 勒 (Miiller) 法 . 在 几何 图 形 上 ,这 种 方法 的 基本 思想 是 用 抛 
物 线 ?一 加 (Cz) 与 工 轴 的 交点 Tit! 作为 所 求 根 x* 的 近似 位 
置 (图 7-6). 

现在 推导 抛物 线 法 的 计算 公式 . 插值 多 项 式 
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=f (x) 
坟 人 


pz (xz) 一 ze) 十 FLzeyzei]( 工 一 0) 


十 flzs 9- 1 ,Xe 2 ( 工 一 Xe) x — Xel ). 


有 两 个 零点 : 
Tetl Th 2f xe) ， 《5.3) 
wt Vw — 4f(z) fLris re ,re zj 
式 中 


w= flziszrei dt flzris re, Te (rs 一 Zi). 

为 了 从 (5. 3) 式 定 出 一 个 值 x+ ,我们 需要 讨论 根 式 前 正 负 
号 的 取舍 问题 . 

在 ziyze-iyze-: 三 个 近似 根 中 ,自然 假定 ze 更 接近 所 求 的 根 
Xz" ,这 时 ,为 了 保证 精度 ,我 们 选 式 (5. 3) 中 较 接 近 zt 的 一 个 值 作 
为 新 的 近似 根 zt+: 为 此 ,只 要 取 根 式 前 的 符号 与 w 的 符号 相同 . 

例 11 用 抛物 线 法 求解 方程 f(x) 一 ze 一 1=0. 

” 解 ” 设 用 表 7-8 的 前 三 个 值 
Xo 二 0.5， X11 二 0.6， zx, 二 0,.56532 

作为 开始 值 ,计算 得 

f(zxo)=—0.175639, f(zx1)=-—0.093271, 

f(xzs)=—0.005031, 


7.6 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 和 迭代 法 。 287 ， 


flxi,xo =2.68910, fLzs ,x 一 2.83373， 

flzz ,xi ,ro d=2.21418. 
故 

w= flzx;,zid flzxs ,zi ro (x — x1) 一 2.75694. 
代入 (5. 3) 式 求 得 
2f{zx2) 

X3 = Xs ry a = 0.56714. 

以 上 计算 表明 ,抛物 线 法 比 弦 截 法 收敛 得 更 快 . 

事实 上 ,在 一 定 条 件 下 可 以 证 明 , 对 于 抛物 线 法 ,和 迭代 误差 有 
下 列 渐 近 关系 式 


| err | > f° ) | 
el |6f Cx’) 
可 见 抛 物 线 法 也 是 超 线性 收敛 的 ,其 收敛 的 阶 如 一 1. 840( 是 方程 
一 人 一 4 一 1==0 的 根 ), 收 敛 速度 比 弦 截 法 更 接近 于 牛顿 法 . 
从 (5. 3) 看 到 ,即使 cy ,zeiyze 均 为 实数 ,zeri 也 可 以 是 复 
数 , 所 以 扳 物 线 法 适用 于 求 多 项 式 的 实 根 和 复 根 . 


7.6 解 非 线 性 方程 组 的 牛顿 迭代 法 


考虑 方程 组 


(zzZo) 一 0， 
| | (6.1) 
fax Tr) 一 0. 

其 中 户 …… 广 均 为 (zz) 的 多 元 函数 . 若 用 向 量 记 号 记 x 一 

(Xi X21) TER',F=(fi,…,f,)'，(6.1) 就 可 写成 

F(x) = 0. (6.2) 
当 nn 之 2, 且 fi(i 一 1,…,n) 中 至 少 有 一 个 是 自 变量 x;(i 一 1,…,n) 
的 非 线 性 函数 时 , 则 称 方程 组 (6. 1) 为 非 线性 方程 组 . 非 线 性 方程 
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组 求 根 问题 是 前 面 介 绍 的 方程 ( 即 >” 王 1)? 求 根 的 直接 推广 ,实际 上 

只 要 把 前 面 介绍 的 单 变量 函数 f(z) 看 成 向 量 函 数 F(x) 则 可 将 单 

变量 方程 求 根 方法 推广 到 方程 组 (6. 2). 若 已 给 出 方程 (6. 2) 的 一 

个 近似 根 x 二 Cz,… ,zx)" ,将 函数 F(x) 的 分 量 f; (x) (一 

1,…,n) 在 x2 用 多 元 函数 泰勒 展 开 , 并 取 其 线性 部 分 , 则 可 表示 为 
F(x) 2 F(x®) 十 下 (CCx)CX 一 X). 

令 上 式 右 端 为 零 ,得 到 线性 方程 组 


F(x®)(x— x ) 一 一 下 (xD ) ， (6. 3) 
其 中 
raPCx) aPx) 39f.(x) 
9x1 9 Xx» DZ， 
9fi(x) apx) . 9f: (x) 
F(x)= | 9zl 9x2 9 (6. 4) 
9afalx) 9fu(x) _ 3f.lx) 
L gxzi gx2 9 Tn 


称 为 FCx) 的 雅 可 比 (Jacobi) 和 矩阵 . 求解 线性 方程 组 (6. 3) ,并 记 解 
为 x tl) , 则 得 
x 一 X F (x) F(x®) (一 0,1,…)， (6.5) 
这 就 是 解 非 线性 方程 组 (6. 2) 的 牛顿 迭代 法 . 
例 12 求解 方程 组 
六 (ziyzz) 一 2 十 2zs 一 3 一 0， 
人 ,Xs) = 2X? 十 Xi 一 5 二 0. 
给 定 初 值 x2" 一 (1.5,1. 0)7, 用 牛顿 法 求解 . 
解 ” 先 求 雅 可 比 和 矩阵 
1 27z2 一 2 
F(x) = ( , ) F(x)7! -| | | 
由 牛顿 法 (6. 5) 得 | 


评 注 ”289 。 


(AH1) Ck) 1 2x2  C— ZX 十 2X5 一 3 
x 一 区 » 
2 一 8 一 4 1 jl2CxH) TF ) 5 
即 
Dy) Cx) 一 2(0ztp)2 rr 3 二 5 
Xl 一 Xl TI AAT ? 
《到 十 t) (Ek) (xe ) -一 2(x® )? ”一 8 x 十 12x Sk -一 > ， 
Ts == Xo DZ — 425 
(k= 0,1,.…). 


由 x” 一 (1.5,1.0)7 逐次 迭代 得 到 
x =(1.5,0.75)T, 
x 一 (1. 488095,0.755952)7， 
xc 一 (1.488034,0.755983)T， 
x2 的 每 一 位 都 是 有 效 数 字 . 


评 注 


本 章 着 重 介绍 求解 单 变量 非 线性 方程 f(x) 二 0 的 迭代 法 及 
其 理论 .不 动 点 迭代 、 局 部 收敛 性 及 收敛 阶 等 基本 概念 是 十 分 重要 
的 , 它 很 容易 推广 到 非 线性 方程 组 . 在 闪 代 法 中 以 牛顿 法 最 实用 ， 
它 在 单 根 附近 具有 2 阶 收敛 ,但 应 用 时 要 选取 较 好 的 初始 近似 才 
能 保证 迭代 收 全 . 为 克服 这 一 缺点 ,可 使 用 牛顿 下 山 法 .斯蒂芬 森 
方法 可 将 一 阶 方法 加 速 为 二 阶 , 也 是 值得 重视 的 算法 . 弦 截 法 (或 
称 割 线 法 ) 与 抛物 线 法 (也 称 密 勤 法 ) 是 属于 插值 方法 ,它们 不 用 算 
FCz) 的 导数 ,又 具有 超 线性 收 急 ,也 是 常用 的 有 效 方 法 . 这 类 方法 
是 多 点 迭代 法 , 它 不 同 于 Zi 一 pz 的 单 点 迭代 ,计算 时 必须 给 
出 两 个 以 二 的 初始 近似 .其 收敛 性 说 明 可 参看 文献 L2] 和 [7]. 
非 线性 方程 组 的 解法 和 理论 是 当今 数值 分 析 研 究 的 重要 课题 
一 ,新 方法 不 断 出 现 , 它 也 是 科学 计算 经 常 遇 到 的 . 这 里 我 们 只 
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简单 介绍 了 牛顿 法 的 迭代 公式 ,有 关 理论 均 未 提 及 ,需要 进一步 了 
解 的 读者 可 参阅 文献 [1] 和 [17]. 

单个 代数 方程 ( 即 多 项 式 方 程 ) 求 根 有 久远 的 历史 ,也 有 不 少 
特殊 方法 .本 章 均 未 介绍 ,有 关 理 论 和 算法 读者 可 参阅 文献 L7] 和 
L18] 及 其 他 文献 . 


避 题 


1, 用 二 分 法 求 方程 x? 一 x 一 1 二 0 的 正 根 ,要 求 误差 小 于 0. 05. 

2. 为 求 方程 x 一 xz: 一 1=0 在 xo=1.5 附近 的 一 个 根 , 设 将 方程 改写 成 
下 列 等 价 形式 ,并 建立 相应 的 选 代 公式 ， 

01) z 一 1 十 1/x? , 选 代 公式 zn 一 1+1/xf， 

(2) 好 一 1 十 好 ,迭代 公式 mr 一 Vi 二 台 ， 

(3) 安 一 二, 迁 代 公式 zn 一 1/ Vz 一 1. 


汪 分 析 每 种 和 代 公式 的 收 全 性 ,并 选取 种 公式 求 出 具有 四 们 有效 数字 的 近 
似 根 . 

3， 比 较 求 拉 十 10xz 一 2=0 的 根 到 三 位 小 数 所 需 的 计算 量 : 

(1) 在 区 间 [0,1] 内 用 二 分 法 ; 

(2) 用 氨 代 法 zi= (2 一 ex )710, 取 初 值 mo 一 0. 

4. 给 定 函 数 f(z) , 设 对 一 切 z+, f(z) 存在 且 0<m< 有 P(z) 委 M, 证 明 对 
于 范围 0 和 <2/M 内 的 任意 定数 和 , 选 代 过 程 rt 一 立 一 MGCcz) 均 收敛 
于 f(x)= 二 0 的 根 x*. 

5. 用 斯 蒂 芬 森 迁 代 法 计算 第 2 题 中 (2) ,(3) 的 近似 根 ,精确 到 10-. 

6. 设 9(z) 二 Zz 一 p(X)f(z) 一 q(x) 天 (z)， 试 确定 函数 p(x) 和 g(x) ,使 
求解 f(x) 二 0 且 以 glx) 为 迄 代 函数 的 迷 代 法 至 少 三 阶 收敛 . 

7. 用 下 列 方法 求 [/(x)= 二 x 一 3z 一 1==0 在 zx。==2 附近 的 根 . 根 的 准确 值 
"二 1. 87938524… ,要 求 计算 结果 准确 到 四 位 有 效 数字 . 

(1》 用 牛顿 法 ; 

(2) 用 弦 截 法 , 取 zo 一 2,zl 一 1.9; 
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(3) 用 抛物 线 法 , 取 Zo 一 1, Zi 一 3 zz 一 2. 
8. 分 别 用 二 分 法 和 牛顿 法 求 x 一 tanzx 二 0 的 最 小 正 根 . 
9. 研究 求 Va 的 牛顿 公式 
Xitl 一 (a + 去 )， To > 0. 
证 明 对 一 切 《* 二 1,2,… ,zi 之 Va 且 序 列 z ,zz，… 是 递减 的 . 
10. 对 于 f(x)=0 的 牛顿 公式 Tet+1 二 zp 一 了 Xi)/ 了 (zi) ,证 明 
Re = (x4 — Tie)/ (xe — xe)! 
收 伍 到 一 fx* )/[2 了 (x* )], 这 里 x' 为 f(x)==0 的 根 . 
11. 用 竺 顿 法 和 求 重 根 迭 代 法 (4.13) 和 (4.14) 计 算 方 程 f(x)= 
(sinz 一 季 ) =0 的 一 个 近似 根 ,准确 到 10 ,初始 值 x4 一 至 


应 月 牛顿 法 于 方程 x? 一 a 二 0, 导 出 求 立方 根 冯 的 迭代 公式 ,并 讨论 
其 收敛 性 . 


应 月 牛顿 法 于 方程 fz) 二 1 一 训 =0, 导 出 求 Va 的 移 代 公式 ,并 用 此 
公式 求 V11: 的 值 . 
4 应 月 牛顿 法 于 方程 f(x) 一 xz" 一 a 二 0 和 f(z) 二 1 一 访 二 0, 分 别 导 出 
求 的 迭代 公式 ,并 求 
lim (Ya 一 zn )/ (Vaz ) 
15. 证 明和 迭代 公式 


1 = ht 3a) 
全 3 十 a 


是 计算 Ya 的 三 阶 方法 . 假定 初 值 x。 充分 靠近 根 =” , 求 
lim (Ya 一 ze )/ (Va— x ). 
16. 用 挟 顿 法 解 方程 组 
寻 十 多 一 4 


Ty =1. 
取 x? 二 (1.6,1.2)7. 


第 8 章 


和 矩阵 特征 值 问题 计算 
8.1 3 引 


Re 


物理 .力学 和 工程 技术 中 的 很 多 问题 在 数学 上 都 归结 为 求 矩 
阵 的 特征 值 问题 . 例如 ,振动 问题 (大 型 桥梁 或 建筑 物 的 振动 .机械 
的 振动 .电磁 振荡 等 ), 物理 学 中 某 些 临界 值 的 确定 ,这 些 问 题 都 归 
结 为 下 述 数学 问题 

定义 1 (1) 已 知 4=(a;),x,; 则 称 


A—an 
pM) = det(XI — A) = det 


一 di2 一 4 
一 cz 4 一 azz 一 Ga 
一 aa 一 Qnz ”一 Qnr 
一 入 一 (aa 十 az 十 … 十 as) 十 (次 级 忒 nn 一 2 的 项 ) 
为 4 的 特征 多 项 式 . 
入 的 特征 方程 


PCA) = det(C 一 4) 一 0 (1.1) 
一 般 有 个 根 ( 实 的 或 复 的 , 重 根 按 重 数 计算 )( 当 AE R”" 时 ， 
9(4) 二 0 为 实 系 数 n 次 代数 方程 ,其 复 根 共 思 成 对 出 现 ), 称 为 4 
的 特征 值 . 用 (4) 表 示 A 的 所 有 特征 值 的 集合 . 
(2) 设 A 为 4 特征 值 ,相应 的 齐 次 方程 组 
(AT—A)x=0 

的 非 零 解 x 称 为 矩阵 A 的 对 应 于 * 的 特征 向 量 . 

例 1 求 4 的 特征 值 及 特征 向 量 ,其 中 


(1.2) 


2 
Ee 
mt 
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解 和 矩阵 4 的 特征 方程 为 
pICA) = detQAT 一 4) 一 入 一 742 十 1414 一 8 一 0， 
求 得 4 特征 值 为 : 


略 一 1，) 一 2，hs 一 4， 
对 应 于 各 特征 值 乍 阵 4 特征 向 量 分 别 为 : 


1 1 1 
xX1 一 1 9 XX2 = 0 多 X3 一 2 . 
1 —1 1 


下 面 叙述 有 关 特 征 值 的 一 些 结果 . 

定理 4 设 4 为 4ER"”" 的 特征 值 且 Ax 一 Xx ,其 中 x 关 0, 则 
(1) ci 为 ch 的 特征 值 (c 为 常数 c 取 0); 

(2) 4 一 为 4 一 pI 的 特征 值 , 即 (4 一 pID)x==(4 一 p)x; 

(3) 为 4' 的 特征 值 ; 


(4) 设 4 为 非 奇 异 阵 ,那么 ,天 0 且 廊 为 4-! 特 征 值 , 即 


4 r= 。 


定理 设 4;(i 二 1,2,…,n) 为 n 阶 和 矩阵 A 二 (a; ),x; 特 征 
值 , 则 


(DD) YN = Do, = tr(h); 
C2) det(h) 一 Aaa. 
定理 3 设 AER"”*", 则 
AMC4T) = 4A). 
定理 4 设 4 为 分 块 上 三 角 阵 , 即 
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Al A | in 
A 机 Am 


| 


其 中 每 个 对 角 块 4; 均 为 方 阵 , 则 XC4) == MCA )， 

定理 5 设 4 与 B 为 相似 矩阵 ( 即 存在 非 奇 异 阵 P 使 
卫 一 P 14P) , 则 

(1) 4 与 B 有 相同 的 特征 值 ; 

(2) 如 果 y 是 B 特征 向 量 , 则 Py 是 A 特征 向 量 . 

定理 5 说明, 一 个 矩阵 A 经 过 相似 变换 (4 一 B 二 P-1AP) , 则 
和 的 特征 值 不 变 . 

定义 2 设 4AER"“", 如 果 4 有 一 个 重 数 为 上 的 特征 值 X 且 对 
应 于 4 矩阵 A 的 线性 无 关 的 特征 向 量 个 数 少 于 (一 般 三 有 , 称 A 
为 亏损 短 阵 . 

一 个 亏损 矩 降 是 一 个 没有 足够 特征 向 量 的 矩阵 ,亏损 矩阵 在 
理论 上 和 计算 上 都 存在 困难 

定理 6 (1) AER"“" 可 对 角 化 , 即 存在 非 奇 异 矩 阵 己 使 

A 


多 


Az 
卫 -4P 一 
A, 

的 充 要 条 件 是 A 具有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

(2) 如 果 AER”"* 有 m 个 Cm 声 n) 不 同 的 特征 值 和 ,4s ,… ,4,， 
则 对 应 的 特征 向 量 * ,x; ，,… ,x 线性 无 关 . 

定理 7( 对 称 抢 阵 的 正 交 约 化 ) 设 AER"”" 为 对 称 逢 
阵 , 则 : 

(1) 4 的 特征 值 均 为 实数 ; 
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(2) 4 有 = 个 线性 无 关 的 特征 回 量 ; 
(3) 存在 一 个 正 交 和 矩阵 了 使 得 
A 
As 
PT4P = . ， 
A 
且 4(i= 二 1,-…,n) 为 A 特征 值 ,而 卫 一 (au zx) 的 列 向 量 Us; 
为 & 的 对 应 于 1; 的 特征 向 量 . 
下 面 讨 论 矩 阵 特 征 值 界 的 估计 . 


定义 3 设 A 一 《ap ) nxn 令 : (C1)r:; 一 >》) | Qi | (i 一 1 ， 


j=1 
2,…,n);(2) 集合 D;== {xz| |z 一 as In， z EC). 称 复 平 
面 上 以 as 为 圆心 ,以 r; 为 半径 的 所 有 圆 盘 为 4 的 Gerschgorin 
圆 盘 . . 
定理 8(Gerschgorin 圆 盘 定理 ) (1) 设 A=(ay),x,; 则 有 A 的 
每 一 个 特征 值 必 属 于 下 述 某 个 圆 盘 之 中 


[4—as |Sn = >) or | (i = 1,2,°,n). 
j=1 


或 者 说 ,4 的 特征 值 都 在 复 平面 上 个 圆 盘 的 并 集中 . 

(2) 如 果 4 有 m 个 贺 盘 组 成 一 个 连通 的 并 集 S, 且 S 与 余下 
n 一 m 个 贺 盘 是 分 离 的 , 则 S 内 恰 包 含 4 的 m 个 特征 值 . 

特别 地 ,如 果 A 的 一 个 圆 盘 D, 是 与 其 他 圆 盘 分 离 的 ( 即 孤 立 
圆 盘 ), 则 D; 中 精确 地 包含 4 的 一 个 特征 值 . 

证 明 只 就 (1) 给 出 证 明 . 设 4 为 4 的 特征 值 , 即 

Ax 一 Mi 其 中 xz 一 (rr yz)I 尖 0. 

记 [zl—max|z.|= 上 x. 关 0 考虑 4x 二 Xx 的 第 个 方 

程 , 即 
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Dayz; = Ar,，, 
了 一 ] 
或 (A— am)xe 一 Dayz;, 
jk 
于 是 | 一 as | | zl Da lz liz| DD an |， 
了 本 
即 


| 4 一 Qu <% | aw |= re. 
这 说 明 ,4 的 每 一 个 特征 值 必 位 于 A 和 的 一 个 圆 盘 中 ,并 且 相 
应 的 特征 值 4 一 定位 于 第 《个 圆 盘 中 (其 中 是 对 应 特征 向 量 x 
绝对 值 最 大 的 分 量 的 下 标 ). 
利用 相似 矩阵 性 质 , 有 时 可 以 获得 4 的 特征 值 进一步 的 佑 
计 , 即 适当 选取 非 奇异 对 角 阵 


ai! 


D- = 


az! 


并 做 相似 变换 D ”AD 一 (各) .适当 选取 (i=1,2,…,n) 可 


使 某 些 圆 盘 半径 及 连通 性 发 生变 化 ， 
例 2 估计 甜 阵 


特征 值 的 范围 . 
解 4 的 3 个 圆 盘 为 
D,，|11 一 4| 所 1， 
D;: | 去 2， 
D;; 1A+4|<<2. 
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由 定理 8, 可 知 4 的 3 个 特征 值 位 于 3 个 圆 盘 的 并 集中 ,由 于 
D' 是 孤立 圆 盘 ,所 以 Di 内 恰好 包含 4 的 一 个 特征 值 4: (为 实 特 
征 值 ), 即 


3 之 5 
4 的 其 他 两 个 特征 值 *, ,hs 包含 在 D: ,D: 的 并 集中 . 
现 选 取 对 角 阵 
1 
"| 
0.9 
做 相似 变换 
4 1 0 
4 一 AI 一 DA4D = 1 0 一 总 。 
0.9 0.9 一 4 
41 的 3 个 圆 盘 为 


E: |4-4|<], 
E: |4|< 总 ， 


Es: -|4+4|<<1.8. 
显然 ,3 个 圆 盘 都 是 孤立 圆 盘 ,所 以 ,每 一 个 圆 盘 都 包含 4 的 
一 个 特征 信 (为 实 特 征 值 ) 且 有 估计 
3 去 四 去 5， 


19 19 
一 可 信和 人 可， 


5,8 过 去 一 2.2， 

下 面 给 出 理论 上 有 关 通 过 西 相 似 变换 及 正 交 相似 变换 可 以 约 
化 一 般 盾 阵 4ER" "到 什么 程度 的 问题 . 

定理 9(Schur 定理 ) 设 4ER""”, 则 存在 本 阵 世 使 
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UHAI 一 2 本 二 R (上 三 角 阵 )， 
其 中 ri (i 二 1,2,…,n) 为 4 的 特征 值 . 

当 AER”™* 时 ,如 果 限 制 用 正 交 相似 变换 ,由 于 A 有 复 的 特征 
值 ,4 不 能 用 正 交 相似 变换 约 化 为 上 三 角 阵 . 用 正 交 相似 变换 能 
将 4E R"" 约 化 到 什么 程度 呢 ? 

定理 10( 实 Schur 分 解 ) 设 4ER“", 则 存在 正 交 和 矩阵 @ 使 


有 Ri; 可 Ri1, 

R,; 四 提 Ry 
CO 40 = . 。 |， 
于 


其 中 对 角 块 Ri (i 二 1,2,…,m) 为 一 阶 或 二 阶 方 阵 , 且 每 个 一 阶 Rs 
是 A 的 实 特征 值 ,每 个 二 阶 对 角 块 Rj; 的 两 个 特征 值 是 4 的 两 个 
共 罗 f 复 特征 值 . 

我 们 转向 实 Schur 型 的 实际 计算 . 

定义 4 设 A 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,对 于 任 一 非 零 癌 量 x, 称 


(Ax ,x) 
(xX,X) 


为 对 应 于 向 量 x 的 瑞 利 (Rayleigh) 商 . 

定理 11 设 AER”" 为 对 称 和 矩阵 (其 特征 值 次 序 记 为 A 宇和 
宇 … 之 4,), 则 
(Ax,x) 
(XxX,xX) 


(Ax,xX) 
(x,xX) 


R(x) = 


1. XS 入 〈 对 任何 非 零 YE R"); 


2. Ai 一 max 
xXER” 


x 夫 0 
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证 明 只 证 1, 关于 2,3 留 作 习题 . 

由 于 4 为 实 对 称 抢 阵 ,可 将 As ，…,4, 对 应 的 特征 向 量 xi， 
xz," ,Xs 正 . 交 规范化 , 则 有 (xi,X;) 二 6;. 设 x 尖 0 为 了 "中 任 一 向 
量 , 则 有 展开 式 


= Dor, lx) (De) 0, 
于 是 


(Axsx) 大 
(x,xX) 


从 而 1 成 立 .结论 1 说明 瑞 利 商 必 位 于 24, 和 4 之 间 . 

关于 计算 和 矩阵 4 的 特征 值 问 题 , 当 ”一 2,3 时 ,我 们 还 可 按 行 
列 式 展开 的 办 法 求 pC(4)==0 的 根 .但 当 较 大 时 ,如 果 按 展开 行列 
式 的 办 法 ,首先 求 出 pg(4) 的 系数 ,再 求 p(4) 的 根 ,工作 量 就 非常 
大 ,用 这 种 办 法 求 矩 阵 特 征 值 是 不 切实 际 的 ,由 此 需要 研究 求 4 
的 特征 值 及 特征 向 量 的 数值 解法 . 

本 章 将 介绍 一 些 计算 机 上 常用 的 两 类 方法 ,一 类 是 寡 法 及 反 
徊 法 (迭代 法 ), 另 一 类 是 正 交 相似 变换 的 方法 (变换 法 ). 


8.2 天 法 及 反 疾 法 
8.2.1 替 法 


宪法 是 一 种 计算 矩阵 主 特征 值 (矩阵 按 模 最 大 的 特征 值 ) 及 对 
应 特征 向 甸 的 迭代 方法 ,特别 适用 于 大 型 稀疏 和 矩阵 . 反 闭 法 是 计算 
海 森 伯 格 阵 或 三 对 角 阵 的 对 应 一 个 给 定 近似 特征 值 的 特征 向 量 的 
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有 效 方法 之 一 . 

设 实 矩阵 4== (ay ),。, 有 一 个 完全 的 特征 向 量 组 ,其 特征 值 为 
属相 应 的 特征 向 量 为 ,xs，…,x,. 已 知 A 的 主 特征 值 
是 实 根 , 且 满足 条 件 

1 和 > | 宇 | 加 | >I (2. 1) 
现 讨 论 求 和 及 xx! 的 方法 . | 
吞 法 的 基本 思想 是 任 取 一 个 非 零 的 初始 向 量 wm, 由 和 矩阵 4 构 
造 一 向 量 序列 
Vi = Avo 
Vv = Av! = A’vy,， 
(2. 2) 


Ver!l 一 Av, = 一 A*! yo， 


称 为 迭代 向 量 . 由 假设 ,w 可 表示 为 
po 二 aixXl 十 azxs 十 … 十 anxn ( 设 wa 关 0)， (2. 3) 
于 是 
= hp 一 At 一 oa 二 arAsx 十 十 ae 


一 对 [az De/ = 对 (az + ee), 
1 一 2 - 
其 中 8 一 DY a A/ x;. 由 假设 
1 一 2 
| Ai/A1 | 二 1(z 一 2,3,… 7) ， 故 jms 一 0， 从 而 
lim 让 一 alXi。 (2. 4) 


这 说 明 序 列 六 * 越 来 越 接近 4 的 对 应 于 》 的 特征 向 量 , 或 者 说 


当 上 充分 大 时 
Ve A a At Xi, (2. 5) 
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即 迭 代 向 量 v 为 A 的 特征 向 量 的 近似 向 量 ( 除 一 个 因子 外 ). 
下 面 再 考虑 主 特征 值 41 的 计算 ,用 (w )， 表示 vi 的 第 i 个 分 
量 , 则 


CVerl )s Qi CX1): | 
~ 人 A » , 
(ww ); oa (xD 十 (8)， (2.6) 
故 
lim CE A) (2.7) 
kroo (Ve) “ 


也 就 是 说 两 相 邻 迭代 向 量 分 量 的 比值 收敛 到 主 特征 值 . 

这 种 由 己 知 非 零 向 量 v。 及 甜 阵 4 的 乘 寡 4 构造 向 量 序列 
{y) 以 计算 和 的 主 特征 值 4,( 利 用 (2. 7) 式 ) 及 相应 特征 向 量 ( 利 用 
(2.5) 式 ) 的 方法 称 为 宕 法 . 


由 (2. 6) 式 知 ， 和 的 收 伍 速 度 由 比值 = 


外 
和 


来 确 


定 ,r 越 小 收敛 越 快 ,但 当 一 和 <z] 时 收敛 可 能 就 很 慢 . 
总 结 上 述 讨论 ,有 


定理 12 设 4ER"“" 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 主 特征 值 

A 满足 
12 二 | 和 | 宇 | 加 | 宇 … 宇 | 4,1， 

则 对 任何 非 零 初始 向 量 vCal 天 0),(2. 4)，(2.7) 式 成 立 ， 

如 果 4 的 主 特征 值 为 实 的 重 根 , 即 如 二 和 一 … 一 ^, 且 

1 | 之 | 4 |……|》 |， 

又 设 A 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,41 对 应 的 ~ 个 线性 无 关 特 征 
向 量 为 X12 9 Xr ; 则 由 (2. 2) 式 


vy = A‘vo = A { yox， 十 >) Q; CAi/ AX } ? 
i=1 i=rtl 


lim 对 = > ax ( 设 >ax; 冯 0). 
~ Al i=1 i=1 


。 302 ， 第 8 章 矩阵 特征 值 问 题 计算 


这 说 明 当 4 的 主 特征 值 是 实 的 重 根 时 ,定理 5 的 结论 还 是 正 
确 的 . 

应 用 宪法 计算 4 的 主 特征 值 4! 及 对 应 的 特征 向 量 时 ,如 果 
[| 之 1( 或 | 1 雪 1) ,迭代 向 量 的 各 个 不 等 于 零 的 分 量 将 随 
&~~co 而 趋向 于 无 穷 (或 趋 于 零 ) ,这样 在 计算 机 实现 时 就 可 能 “ 洲 
出 ”为 了 克服 这 个 缺点 ,就 需要 将 迭代 向 量 加 以 规范 化 . 

设 有 一 向 量 " 尖 0 ,将 其 规范 化 得 到 向 量 


max(y)” 
其 中 max(y) 表 示 向 量 "的 绝对 值 最 大 的 分 量 , 即 如 果 有 
| v |= max | 也 |， 


则 max(Cm) 一 上 ， 且 aa 为 所 有 绝对 值 最 大 的 分 量 中 的 最 小 下 标 . 
在 定理 12 的 条 件 下 寡 法 可 这 样 进行 : 任 取 一 初始 向 量 天 0 
(a 了 关 0) ,构造 向 量 序列 max(v) 


区 Av 
= Auo = Av,，, 中 二 一 
max(v) max(Avo。) 
A’v 2 A?v 
Vo = 一 Au! -一 一 全 0 82 一 — — 9 


max(CAvo)” max(y ) max(CA?y,)’ 


At 44yo 


Ve 一 一 -全 一， WU = 
max(AF!y,) max(Ayo)” 


由 (2. 3) 式 
= Dante, 一 对 | am + ye (FE) ] (2. 8) 
_ A'y, 对 [aa 十 2 (a) | 
max(Aivo) max| Xt (wz 十 2 (之 ) 
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Xl 


“+ Dat)* i, 


max| mn 十 2 (二) ] max(xi) 
这 说 明 规范 化 向 量 序列 收敛 到 主 特征 信 对 应 的 特征 向 量 . 
同 理 ,可 得 到 


[en + De ) 


1 
Vr - ， 
max| 和 1ali2l 十 2 人 =] 
1 
k 
ct 人 
wT > Al, 
max| wz 十 3 ) x | 
(k —> oo), 


收敛 速度 由 比值 >= js/ | 确定 . 总 结 上 述 讨论 ,有 
定理 13 设 AER”* 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 主 特征 值 
满足 [| 放 1h1 宇 | | 宇 … 宇 14, 1, 则 对 任意 非 零 初 始 向 量 
ww 二 Ww (a 了 3-0) , 按 下 述 方法 构造 约 向 量 序 列 人 6}, {yi}: 
yo 二 Uo 尖 0， 
= Au: 1， 
(k= 1,2,.…), 《2. 9) 
Lx = max(w)， 


Ur 一 人 /AAA 


则 有 


i XI 
条 lm Fax)? 
(2) limp =A. 
例 3 用 短 法 计算 
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1.0 1.0 0.5 
A= |11.0 1.0 0.25 
0.5 0.25 2.0 
的 主 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 计算 过 程 如 表 8-1. 
下 述 结果 是 用 8 位 浮 点 数字 进行 运算 得 到 的 ,wu 的 分 量 值 是 
舍 入 值 . 于 是 得 到 
A 2 2.5365323 
及 相应 的 特征 向 量 (0. 7482,0. 6497,1)T. 4， 和 相应 的 特征 向 量 的 
真 值 (8 位 数字 ) 为 
和 = 2. 5365258， 
xi 一 〈0.74822116 ,0. 64966116 ,1)7. 


表 8-1 

是 | 《规范 化 向 量 ) 1 max(w ) 
0 (1 1 1) | 

1 (0. 9091 0. 8182 1> 2. 7500000 
5 (0.7651 0.6674 1) 2.5587918 
10 (0.7494 0.6508 1) 2.5380029 
15 (0.7483 0.6497 1) 2.5366256 
16 (0.7483 0.6497 1) 2.5365840 
17 (0. 7482 0.6497 1) 2.5365598 
18 (0.7482 0.6497 1) 2.5365456 
19 (0.7482 0.6497 1) 2.5365374 
20 (0.7482 0.6497 1) 2.5365323 


8.2.2 加 速 方 法 


由 前 面 讨论 知道 ,应 用 寄 法 计算 4 的 主 特征 值 的 收敛 速度 主 
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要 由 比值 /一 侈 来 决定 ,但 当 接近 于 1 时 ,收敛 可 能 很 慢 . 这 时 ， 
一 个 补救 的 办 法 是 采用 加 速 收 化 的 方法 . 

引进 矩阵 

B=A— pl, 

其 中 为 选择 参数 . 设 4 的 特征 值 为 1 ,4 ，…,%, 则 B 的 相应 特 
征 值 为 为 一 ;41 一 p，… ,4 一 而且 4A,B 的 特征 向 量 相同 . 

如 果 需 要 计算 4 的 主 特 征 值 , ,就 要 适当 选择 使 1 一 仍 
然 是 B 的 主 特征 值 , 且 使 


2 


对 B 应 用 突 法 ,使 得 在 计算 B 的 主 特征 值 4 一 的 过 程 中 得 到 加 
速 . 这 种 方法 通常 称 为 原点 平移 法 . 对 于 4 的 特征 值 的 某 种 分 布 ， 


它 是 十 分 有 效 的 . 
例 4 设 AER'** 有 特征 值 
ji 一 15 一 1 (j=1,2,3,4), 
比值 :一 笔记 0. 9. 作 变 换 
B=A—pl (p= 12), 
则 B 的 特征 值 为 
= op = 1,p = 0 一 一 1. 
应 用 宪法 记 算 妇 Ai 的 收敛 速度 的 比值 为 


名 ‘AP 
pe 7 = 地 二 | A 0. 9. 
然 常 常 能 够 选择 有 利 的 p 值 ,使 军法 得 到 加 速 , 但 设计 一 
个 咎 动 和 拉 通 当做 p 的 过 程 是 困难 的 . 


下 面 考虑 当 4 的 特征 值 是 实数 时 ,怎样 选择 p 使 采用 适 法 计 
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算 4, 得 到 加 速 . 
设 4 的 特征 值 满足 
宇和 >， (2. 10) 
则 不 管 p 如 何 ,B=4 一 pI 的 主 特征 值 为 4 一 p 或 4, 一 p. 当 我 们 
希望 计算 妨 及 x 时 ,首先 应 选择 zp 使 
[4pl>i—pl, 
且 使 收敛 速度 的 比值 


= min。 


a max|| pl, bp| 
pl hp 


显然 , 当 呈 ?= 和 ,Bp p= 各 于 和 二 p' 时 w 为 最 小 ,这 


A1 —p Ai 一 

时 收敛 速度 的 比值 为 
2 一 力 " hp” Az 一 An 
Tp Np 


当 4 的 特征 值 满足 (2. 10) 且 %,4, 能 初步 估计 时 ,我 们 就 能 
确定 p' 的 近似 值 . 
当 希 望 计 算 4, 时 ,应 选择 
一 全 二 和 = p', 
使 得 应 用 宪法 计算 4, 得 到 加 速 . 
例 5 计算 例 3 中 矩阵 4 的 主 特征 值 . 
作 变 换 B 一 4 一 PI, 取 p= 二 0.75, 则 
0.25 1 0.5 
B= |1 0. 25 | 
0.5 0.25 1.25 


对 B 应 用 竹 法 ,计算 结果 如 表 8-2. 


8.2 宪法 及 反 寡 法 。307 。 


表 8-2 

记 | 芭 (规范 化 向 量 ) max(v; ) 
0 {1 1 1) 

5 (0.7516 0. 6522 1) 1.7914011 
6 (0.7491 0. 6511 1) 1.7888443 
7 (0.7488 0.6501 1) 1.7873300 
8 (0.7484 0. 6499 1) 1.7869152 
9 (0.7483 0. 6497 1) 1.7866587 


10 (0.7482 0. 6497 1) 1. 7865914 


由 此 得 B 的 主 特征 值 为 ;1.7865914,A 的 主 特征 值 *; 为 
A A 二 0.75 = 2.5365914, 

与 例 3 结 轩 比较 ,上 述 结果 比例 3 迭代 15 次 还 好 . 若 适 代 15 次 ， 
4 二 1.7865258( 相 应 的 入 二 2.5365258). 

原点 位 移 的 加 速 方法 ,是 一 个 矩阵 变换 方法 . 这 种 变换 容易 计 
算 , 又 不 破坏 矩阵 4 的 稀 朴 性 ,但 p 的 选择 依赖 于 对 4 的 特征 值 
分 布 的 大 致 了 解 . 

瑞 利 商 加 速 

由 定理 11 知 ,对 称 和 矩阵 4 的 X41 及 4; 可 用 瑞 利 商 的 极 值 来 表 
示 . 下 面 我 们 将 把 瑞 利 商 应 用 到 用 短 法 计算 实 对 称 矩 阵 4 的 主 特 
征 值 的 加 速 收 伍 上 来 . 

定理 14 设 AER”™" 为 对 称 矩 阵 ,特征 值 满 足 

[24 I 二 | As [之 | 43 | 之 之 | A， | ， 

对 应 的 特征 向 量 满足 (xi,xj) 二 5 ,应 用 短 法 (公式 C2.9)) 计 算 4 
的 主 特征 值 1 , 则 规范 化 向 量 wu 的 瑞 利 商 给 出 人 ; 的 较 好 的 近似 


作 直 to( 区 )) 


(Us ,Ui) 
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证 明 由 (2.8) 式 及 
A‘u A*t! uo 


0 
UU 一 9 1 A 一 9 
max(A’*uo) max(A*uo) 


—_~、 
eiu 


Dol?! 
(Anu, ,ui ) (A*tiw, yy: /2 j=1 ”7 


(Us ,Ui ) (A*uo ,A*uo ) 


ya 
一 人 ro((¥) ). (2.11) 


8.2.3 有 反 替 法 


反 竹 法 用 来 计算 和 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 及 其 特征 向 量 , 也 可 
用 来 计算 对 应 于 一 个 给 定 近 似 特 征 值 的 特征 向 量 . 

设 AER"* 为 非 奇 异 矩 阵 ,A4 的 特征 值 次 序 记 为 

| | 宇和 | 宇 … 宇 | 1, 1， 

相应 的 特征 向 量 为 zz ,… ,x, , 则 4 的 特征 值 为 
人 > | 志 
对 应 的 特征 向 量 为 x ,X11 ，… ,i. 

因此 计算 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 4, 的 问题 就 是 计算 4-: 的 
按 模 最 大 的 特征 值 的 问题 . 

对 于 4 应 用 咽 法 迭代 ( 称 为 反 窒 法 ) ,可 求 得 矩阵 4“! 的 主 
特征 值 1/4, ,从 而 求 得 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 4，. 

反 贤 法 迭代 公式 为 

任 取 初始 向 量 v= 二 ww 闫 0, 构造 向 量 序列 


VW = A lu 
| 112) 


max(y;) 


> 
一 一 


1 
>>| 


8.2 宪法 及 反攻 法 。309 。 


送 代 向 量 w 可 以 通过 解 方程 组 
于 一 Wel 

求 得 . 

定理 15 设 和 A 为 非 奇异 矩阵 且 有 x 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
其 对 应 的 特征 值 满足 

I 21h lh |>1h > 0， 
则 对 任何 初始 非 零 向 量 w (au 天 0), 由 反 宕 法 构造 的 向 量 序列 
tw (满足 
， Xn 

CD Nm 一 mx， 

(2) limmax(w) 一 元 ， 
收 伍 速 度 的 比值 为 | 这- |. 


在 反 灌 法 中 也 可 以 用 原点 平移 法 来 加 速 检 代 过 程 或 求 其 他 特 
征 值 及 特征 向 量 . 
如 果 惩 阵 (4 一 并 ) 一 存在 ,显然 其 特征 值 为 
亏 二 et 
对 应 的 特征 向 量 仍 然 是 x ,x ，… ,x,. 现 对 和 矩阵 (4 一 pI)-! 应 用 短 
法 ,得 到 反 和 宪法 的 迭代 公式 
uo 二 Vo 关 介 ,初始 向 量 
vy = (A— pI) iu 


(k= 1,2,.). (2. 12) 
Ve 
max(v,) 
如 果 p 是 4 的 特征 值 4; 的 一 个 近似 值 , 且 设 4 与 其 他 特征 
值 是 分 离 的 , 即 | 


WU = 


[Iii—pi<iA—p|l 和 关 7 力 ， 
就 是 说 j- 二 是 (4 一 AD)-: 的 主 特征 值 ,可 用 反 赛 法 (2. 12) 计 算 特 
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征 值 及 特征 向 量 . | 
设 4ER "有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 1 X29 , 则 


Uo 一 Daix; (a; A 0)， 
i=1 


y= (A— pl) uo 
:max((A— pl) wu) 
= (A— pl) ‘uo 
“max((A— pl) uo) 
其 中 
(A— pl) uo = Pads — p) x,, 
i1 

同 理 可 得 : 


定理 16 设 4ER"" 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,4 的 特征 
值 及 对 应 的 特征 向 量 分 别 记 为 hi; 及 xi(i 二 1,2,…,n), 而 为 4 
的 近似 值 , (4 一 pI) 存在 , 且 1 
1 2 一声 1| 妇 | 入 一 坊 | (i 让. 
则 对 任意 的 非 零 初 始 向 量 umow 天 0, 由 反 宕 法 迭代 公式 (2. 12) 构 造 
的 向 量 序列 {vi} , {ui) 满 足 


9 
9 


。 _ Xj 
(1) limw, ~ max(x;) 


. 1 
(2) limmax(v) = 即 


1 
P+ ax 一 和 〈 当 一 59)， 


且 收 和 敛 速度 由 比值 r= I 为 一 p1/min| 和 一 | 确定 . 

由 该 定理 知 ,对 4 一 pI (其 中 pj; ) 应 用 反 适 法 ,可 用 来 计算 
特征 向 量 x. 只 要 选择 的 p 是 4; 的 一 个 较 好 的 近似 且 特 征 值 分 离 
情况 较 好 ,一般 ~ 很 小 ,常常 只 要 选 代 一 二 次 就 可 完成 特征 向 量 的 
计算 . 
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反 宕 法 迁 代 公式 中 的 w 是 通过 解 方程 组 
(A— pl)v = Wi 
求 得 的 . 为 了 节省 工作 量 ,可 以 先 将 A 一 pI 进行 三 角 分 解 
P(A— pI) = LU, 
其 中 了 为 某 个 排列 阵 , 于 是 求 vw 相当 于 解 两 个 三 角形 方程 组 


Ly:== Pu, 1， 
Uv == yi. 
实验 表明 , 按 下 述 方 法 选择 wu。 是 较 好 的 : 选 wm 使 
Dry 一 开 - Po = (1,1,° ,1)T (2. 13) 


用 回 代 求解 (2.13)? 即 得 六 ,然后 再 按 公 式 (2. 12) 进 行 迭 代 . 
反 寡 法 计算 公式 
1. 分 解 计 算 
P44 一 pI) = LU, 生 保存 上 ,UV 及 P 信息 . 
2. 反 和 宪法 迭代 
(1) 解 Uy 二 (1,…,1)? 求 vy 


Ai = max(h), th = /pgp 


《2 ) k=2,3,.… 
1) 解 Ly 一 Pus_ 求 yi 
解 Uv = y: 求 %v 


2) pi =max(v) 
3) 计算 Ux = V/A 
例 6 用 反 窜 法 求 


和 一 


2 1 0 
1 3 1 
0 1 4 


的 对 应 于 计算 特征 值 =1. 2679( 精 确 特 征 值 为 1: 王 3 一 V3) 的 特 
征 向 量 ( 用 5 位 浮 点 数 进行 运算 ). 
解 ”用 部 分 选 主 元 的 三 角 分 解 将 A 一 pI( 其 中 p= 二 1. 2679) 分 
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。312 ， 
解 为 
P(A— pI) = LU, 
其 中 
1 0 0 
L= 10 1 01， 
0.7321 一 0.26807 1 
fi 1.7321 1 
U=|0 1 2.7321 ， 
0 0 0. 29405 x 10™ 
0 1 0 
P=10 0 | 
1 0 0| 


由 Uv, 二 (1,1,1)7 ,得 
w = (12692, — 9290. 3,3400. 8)7， 
ui = (1,—0.73198,0.26795)7,， 


由 LUy; 二 Pu ,得 
了 2 一 (20404， 一 14937，5467. 4)™, 
us = (1, — 0.73206,0.26796)7™, 


V3)T 2 (1, — 0.73205,0.26795)7, 


4 对 应 的 特征 向 量 是 
V3,2 


Xa 一 《1,1 
特征 值 4; 1. 2679 十 1/xz 二 1.26794901,4 的 真 值 为 4 一 


3 一 V3 王 1.26794912…. 
8.3 豪 斯 霍 尔 德 方 法 


之 
豆 


本 节 讨 论 两 个 问题 


8.3 豪 斯 霍 尔 德 方法 *。，313 。 


(1) 用 初等 反射 阵 作 正 交 相 似 变换 约 化 一 般 实 和 矩阵 4 为 上 海 
森 伯 格 阵 . 

(2) 用 初等 反射 阵 作 正 交 相 似 变换 约 化 对 称 和 矩阵 4 为 对 称 三 
对 角 阵 ， 

于 是 , 求 原 矩 阵 特 征 值 问题 ,就 转化 为 求 上 海 森 伯 格 阵 或 对 称 
三 对 角 阵 的 特征 值 问题 . 


8.3.2 用 正 交 相 似 变 换 约 化 一 般 抢 阵 为 上 海 森 柏 格 阵 


设 4=(ai)ER”". 下面 来 说 明 , 可 选择 初等 反射 阵 Di， 
U,,…,U,_: 使 4 经 正 交 相似 变换 约 化 为 一 个 上 海 森 伯 格 阵 . 
(1) 设 


ull Ul?2 Qin 
(1) 
U21 U22 “Con a Ais 
A= 。 。 。 | 一 (1) | 
C1 2 
Cnl Un2 “2 Cnn 


其 中 C1 = (azl an) ER! ,不 妨 设 cl 关 0, 否 则 这 一 步 不 需要 
约 化 . 于 是 ,可 选择 初等 反射 阵 Ri =I—PB' uur 使 Ric! = —oei, 
其 中 

oa 一 sgn(asi ) (2 a8 ) ， 
ta 一 (Cl 十 Olel， (3.1) 


B = oo 十 azl). 


少 


则 


an AIDR, 
和 AA, 一 1 41 CD = 一 


Ric RR, AS2’ RR 
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(2) (2) (2) 
Qi1l Ci2 CQ13 Cin 
(2) (2) (2) 
一 - 0 was 
1 QQ22 U23 Won A , A‘? 
(2) (2) (2) | -一 1 1 
一 0 32 U33 dn | 2) 
。 0 2 5 
(2) (2) (2) 
0 Un? Un3 ” nn 


其 中 一 Cal -aD )TER" ,A ER DX D, 
(2) 第 & 步 约 化 :重复 上 述 过 程 , 设 对 和 已 完成 第 1 步 ,… ,第 
& 一 1 步 正 交 相 似 变换 , 即 有 
4 = U, 1A U1, 


或 4 = Ui “UAU, "Ui 9 
(1) (2)  。,。 (一 1 《有 Ck) os (有 
且 Qil ai2 Ql,£-1 Qi Qi,kH Qilr 
(2) Ck—l) Ck) (&) CR) 
oO CQ22 ”Cl a2k Q2, krl G2n 
(Ck) (hk) oe (有 
A, 一 一 GO 1 CQ 让 Qk k+l dm 
(有 {k) o, Ck) 
CE Ortl,ktl ”Qarln 
. s 。 
(k) Ck) os (03 
nn Qn,ktl Qnn 
k n—k 
(Ck) 《有 
A Ai2 | 


0 ec。 4 物 j 一 和 
其 中 ce 一 (Ca 外 4 乒 主 E 有 ,4 全 为 有 阶 上 海 森 伯 格 阵 ,4 你 
[< 


设 c 关 0， 于 是 可 选择 初等 反射 阵 及 使 Riei 二 一 oiei, 其 中 ， 
R, 计算 公式 为 


8.3 豪 斯 霍 尔 德 方法 


，315 。 
0; = sgn(aldi,) ( Y (Ca 各 7 ) ， 
z=kTl 
U: = Ci 十 arel， (3.2) 
及 = CAV 十 0.)， 
R; = I— Piuul. 
4 0m-( 克 
R, 
则 Ai : A R, 
A AD | ec RR 
全 
一 | ie ， (3.3) 
| ca Ag 


其 中 4 和 全” 为 & 二 1 阶 上 海 森 伯 格 阵 .第 & 步 约 化 只 需 计算 
AI2R 及 及 :A 多 Ri《 当 和 为 对 称 阵 时 ,只 需 计算 RA 多 Ri). 
(3) 重复 上 述 过 程 , 则 有 
U, 2°%UU AUU,…U, ; 


x x 
on a x * 
—0 as x x 
— Oz ai * 
一 Or a 
-一 A, 1. 
总 结 上 述 讨 论 , 有 


定理 17 ( 豪 斯 霍 尔 德 约 化 矩阵 为 上 海 森 伯 格 阵 ) 
AER”", 则 存在 初等 反射 阵 U, ,Us ，…,U。，: 使 
U2 UU AUiUs…U,; 二 UTAU, 一 HC 上海 森 伯 格 阵 ). 
算法 1( 豪 斯 霍 尔 德 约 化 矩阵 为 上 海 森 伯 格 型 ) 


设 


设 AER"™"， 
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本 算法 计算 UiAU, 一 H( 上 海 森 伯 格 型 ) ,其 中 Do。 一 UiUz*……U, ;为 
初等 反射 阵 的 乘积 . 
1. Uo<—I 
2, 对 于 = 二 1,2,"… ,hn 一 2 
(1) 计算 初等 反射 阵 Ri 使 
Ric; 一 一 cel 
(2) 约 化 计算 
[到 
A<— UAU,, U, == i 
| R&R 
3) Uo<Uo UL 


本 算法 约 需 要 也 次 乘法 运算 ,要 明显 形成 U。 还 需要 附加 


3 次 乘法 . 
例 7 用 豪 斯 霍 尔 德 方法 将 
一 4 一 3 一 ?7 
和 一 4 一 2 3 2 
4 2 7 
和 矩阵 约 化 为 上 上 Hessenberg 阵 . 


解 ” 选 取 初 等 反射 阵 Ri 使 Rie 一 一 mel ,其 中 c 一 (2,4). 
(1) 计算 Ri: a 王 max(2,4) 一 4，ci 一 co 一 (0.5，1)7T( 规 范 化 ) 
o=V1.25 = 1.1]18034, 
Wi 一 cr +oe: = (1.618034, 1)7, 
4B = olo+t+0.5) = 1.809017， 
0 一 ar 一 4.472136， 
Ri=I— Piuul. 
则 有 Raic =— oei. 
(2) 约 化 计算 : 
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1 0 

令 一 ( R 小 

则 
7. 602631 一 0.447214 

As =UAU, = | 一 4472136 7.799999 一 0.400000|= 也 
| 0 —0.399999 2.200000 


8.3.3 用 正 交 相 似 变换 约 化 对 称 阵 为 对 称 三 对 角 阵 


定理 18 ( 豪 斯 霍 尔 德 约 化 对 称 阵 为 对 称 三 对 角 阵 ) 设 
AER"”" 为 对 称 和 矩阵 , 则 存在 初等 反射 阵 Di ,0U;,…,U,-: 使 


U, 2°%U,U AUU,*U, ; = 让 =C. 
bros cn bl 
bi Cn 

证 明 由 定理 17, 存 在 初等 反射 阵 ,0U;,… ,U0U,-; 使 U,-,… 
UU,AU.Us*…U,-; 二 旦 一 A,_1 为 上 海 森 伯 格 阵 ,是 4,-; 亦 是 对 称 
” 阵 , 因 此 ,4,_| 为 对 称 三 对 角 阵 . 

由 上 而 讨论 可 知 , 当 4 为 对 称 阵 时 ,由 A 一 ti 二 UiA iUi 一 
步 约 化 计算 中 只 需 计 算 R 及 RiA 品 Ri, 又 由 于 有 的 对 称 性 , 故 只 
需 计 算 R.A4 乡 R, 的 对 角 线 以 下 元 素 . 注意 到 

RAYR, = (IT— Biuut) (4 和 — BA wui). 
引进 记号 
=PAu €R™, 


多 (ul 


ff 一 Fr ri) us E€ 及 一 ， 


则 及 .4 多 玉 = — wt — tuk 
(人 一 下 十 1 二 上 十 1 ,2). 


，318 。 第 8 章 ”矩阵 特征 值 问 题 计算 


算法 2( 豪 斯 霍 尔 德 约 化 对 称 阵 为 对 称 三 对 角 阵 ) 设 
4ER"" 为 对 称 阵 , 本 算法 确定 初等 反射 阵 Ui(k=1,…,n 一 2) 使 
U2…UiAU…U,_; 二 C( 为 对 称 三 对 角 阵 ).C 的 对 角 元 ciG 一 1， 
…,n) 存 放 在 数组 c(n) 内 ,C 的 次 对 角 元 素 5,(i 二 1,…,n 一 1) 存 放 
在 数组 b(n) 内 . 数组 b(n) 最 初 可 用 来 存放 rr 及 把 ,确定 R, 中 向 量 
us 的 分 量 存放 在 4 的 相应 位 置 . B& 冲 掉 au , 约 化 4 的 结果 冲 掉 
A ,数组 A 的 上 部 分 元 素 不 变 . 如 果 第 & 步 不 需要 变换 则 置 B。 

1， 对 于 二 1,2,"…,n 一 2 

(1) cea 

(2) 确定 变换 R 

1) 计算 d= max |as | 

2) 如 果 d=0, 则 aw 一 B= 二 0, 50. 一 0, 转 4) 

3) 计算 aa ux 二 aa/d (i==k 十 1,**…*,n) 


4) a 一 SgnCUe ie) | 了， Ua 
i=k+1 


5) Ur < at to 
6) am <— BB: = Ox Wri 
7) b, <— 0 =—oxd 
(3) 应 用 变换 
1) s<—0 
2) 计算 A 欠 uw 及 wir 
对 于 i=k 十 1,*…,n 
(a) bieh= Dasxunt > asx un 


j=k+l j= 计 1 


(b)s<— shxux 
3) 计算 
b; <— (bi;— (sx ux)/(2 xB.))/B, 
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(1 = k+l ,n) 
4) 计算 Re4 移 尺 对 角 线 以 下 部 分 
对 于 i 二 十 3,n97 一色 十 1 
Qi < a — Ur * Ob; — bi x wg 

5) 继续 循环 
2, CelaA lo: 

Cannn 

CE | 
对 对 称 阵 A 用 初等 反射 阵 正 交 相 似 约 化 为 对 称 三 对 角 阵 大 

约 需要 子玉 次 乘法 . 


用 正 交 和 矩阵 进行 相似 约 化 有 一 些 特点 ,如 构造 的 U 容易 求 
道 , 且 Us 的 元 素数 量 级 不 大 ,这 个 算法 是 十 分 稳定 的 ， 


8.4 QR 方法 


8.4.1 QR 算法 


Rutishauser(1958) 利 用 矩阵 的 三 角 分 解 提 出 了 计算 和 抢 阵 特 
征 值 的 LK 算法 ,Francis(1961,1962) 利 用 矩阵 的 QR 分 解 建立 了 
计算 矩阵 特征 值 的 QR 方法 . 

QR 方法 是 一 种 变换 方法 ,是 计算 一 般 和 矩阵 (中 小 型 矩阵 ) 全 
部 特征 值 问 题 的 最 有 效 方法 之 一 . 

目前 QR 方法 主要 用 来 计算 :(1) 上 海 森 伯 格 阵 的 全 部 特征 值 
问题 , (2 计算 对 称 三 对 角 撼 阵 的 全 部 特征 值 问题 , 且 QR 方法 具 
有 收敛 快 , 算 法 稳定 等 特点 . 

对 于 一 般 和 矩阵 4E R"*" (或 对 称 矩 阵 ), 则 首先 用 豪 斯 圳 尔 德 
方法 将 4 化 为 上 海 森 伯 格 阵 B( 或 对称 三 对 角 阵 ) ,然后 再 用 QR 


，320 ， 第 8 章 ”矩阵 特征 值 问题 计算 


方法 计算 B 的 全 部 特征 值 . 

设 AER"””, 且 对 A 进行 QR 分 解 , 即 

A = OR, 
其 中 RR 为 上 三 角 阵 ,Q 为 正 交 阵 ,于 是 可 得 到 一 新 矩阵 
B= Ro = 0 A0. 

显然 ,B 是 由 A 经 过 正 交 相似 变换 得 到 ,因此 B 与 4 特征 值 相同 . 
再 对 B 进行 QR 分 解 ,又 可 得 一 新 的 矩阵 ,重复 这 一 过 程 可 得 到 
矩阵 序列 ， 

设 4 一 4 

将 4 进行 QR 分 解 4 一 CR， 

作 和 矩阵 4: 二 RI Q =Qi4h, Q! 


求 得 4 后 将 4 进行 QR 分 解 A. =QR., 
形成 矩阵 4 一 RiQ: 一 QiAiQ. 


QR 算法 ,就 是 利用 矩阵 的 QR 分 解 , 按 上 述 递 推 法 则 构造 矩 
阵 序 列 {4i) 的 过 程 . 只 要 4 为 非 奇 异 矩 阵 , 则 由 QR 算法 就 完全 
确定 (4;}. 

定理 19( 基 本 QR 方法 ) 设 4 一 4 ER”". 构造 QR 算法 : 

4 一 CR (其 中 QiQ: 二 了,R; 为 上 三 角 阵 ); 
| 之 一 RQ. (k= 1,2,.…), 

记 @=00…0， R, =R,*…R,R , 则 有 

(1) hi+!1 相 似 于 A , 即 4 =QiAiQ.; 

(2) Aiti—=(Q10,°…0Q1) A (QQ,.……0Q:) 

=—01A10,; 
(3) 4* 的 QR 分 解 式 为 A' 一 OR,. 
证 明 (1),(2) 显 然 , 现 证 (3). 用 归纳 法 ,显然 , 当 A 一 1 时 有 


(4. 1) 
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Al 一 CR ==Q@R, 设 4 :有 分 解 式 
4 = OR, 1, 
于 是 
OR,= OO (CR …R， 
一 0Q10;, OO AR “Rl 
一 Q@， 4 六， 
一 AO ,1R, 1 二 A’( 因 为 A; 一 OT AD ,1 ). 
由 第 5 章 定理 30 或 定理 31 知 ,将 4; 进行 QR 分 解 , 即 将 4， 
用 正 交 变换 ( 左 变换 ) 化 为 上 三 角 和 矩阵 
QiA, 一 R. 9 
其 中 Qt = 二 P,_1…PsPi, 故 | 
4 = OTAiQ; = 卫 PP4PTPT…PT，. 
这 就 是 说 At1 可 由 A 按 下 述 方法 求 得 : 
(1) 左 变 换 P,_1…P,Pi4; 一 R,( 上 三 角 阵 ); 
(2) 右 变换 RPTPE*…PY ,一 As， 
定理 20(QR 方法 的 收敛 性 ) 设 A=(aj)€ER””"， 
(1) 如 果 4 的 特征 值 满足 :|X| 二 12 1 二 … 二 14,1>>0; 
(2) 4 有 标准 型 4 二 XDX-! 其 中 D 一 diag(h1,4%s,…,4,), 且 设 
XX ! 有 三 角 分 解 XX! 二 LUCL 为 单位 下 三 角 阵 ,U 为 上 三 角 阵 , 则 
由 QR 算法 产生 的 (4;) 本 质 上 收敛 于 上 三 角 和 矩 阵 , 即 


A XX 1 关 
上 A .六 

4 _ 本 质 上 、R 一 . . ( 当 训 一 co 时 ) 
从 


车 记 和 一 Ca), 则 
(GD) lima =%; (4.2) 
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(2) 当 这 7 时 ,lima 罗 一 0; (4. 3) 
ke. 
当 ;<<j 时 4a 名 极 限 不 一 定 存在 . 
证 明 可 参阅 [1]. 


定理 21 如 果 对 称 和 矩阵 A 满足 定理 20 的 条 件 , 则 由 QR 算 
法 产生 的 {4x} 收敛 于 对 角 阵 也 一 diagCAt ,ha )， 

证 明 由 定理 20 即 知 . 

关于 QR 算法 收敛 性 的 进一步 结果 为 ， 

设 4ER"", 且 4 有 完备 的 特征 向 量 集合 ,如 果 4 的 等 模特 征 
值 中 只 有 实 重 特征 值 或 多 重复 的 共 本 特征 值 , 则 由 QR 算法 产生 
的 {4,} 本 质 收 敛 于 分 块 上 三 角 移 阵 ( 对 角 块 为 一 阶 和 二 阶 子 块 ) 
且 对 角 块 中 每 一 个 2X2 子 块 给 出 4 的 一 对 共 斩 复 特征 值 ,每 一 
个 一 阶 对 角子 块 给 出 4 的 实 特征 值 , 即 


A ses 其 尖 关 wee 关 关 
. 
A 兴 关 关 关 
上 一 各 ， 9 
加) 关 闪 
: 
B, 


其 中 避 十 24 二 n,B; 为 2X2 子 块 , 它 给 出 4 一 对 苍 特征 值 
8.4.2 带 原 点 位 移 的 QR 方法 
经 分 析 指 出 :定理 20 中 lima 儿 一, 的 速度 依赖 于 比值 7, = 


1 il, 当 产 很 小 时 ,收敛 较 快 .如果 ;为 4; 的 一 个 估计 , 且 对 
4 一 江 运 用 QR 算法 , 则 (n,n 一 1) 元 素 将 以 收敛 因子 
1 0 一 s)/C4,-1 一 3) | 线性 收 人 敏 于 零 ,(n,n) 元 素 将 比 在 基本 算法 中 
收敛 更 快 . 
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为 此 ,类 了 加 速 收 伍 ,选择 数列 tsj) , 按 下 述 方法 构造 矩阵 序 
列 {44} , 称 为 带 原点 位 移 的 QR 算法 . 

设 4 一 Ai ER" 

对 4: 一 5 进行 QR 分 解 4 一 5 一 CR: 

形成 矩阵 A。 一 RiO 十 ST==-OL(CA 一 5 DO sl 


=Q1AQ 
求 得 Ai 后 ,将 4 一 sd 进行 QR 分 解 
Ai— sl = QR,, k= 3,4,. (4. 4) 
形成 矩阵 
A = RQ + sl = QiAQO., (4.5) 


如 果 令 0, =:Q10,… QO, ,R, 二 R,…R;Ri, 则 有 Airi =07A0, ;并 且 
矩阵 (4 一 D(A 一 sD…(4 一 5s,1) 二 pg(4) 有 QR 分 解 式 
9(A) = OR,. 

在 带 位 移 QR 方法 中 ,每 步 并 不 需要 形成 @ 和 R, 可 按 下 面 的 
方法 计算 : 

首先 用 正 交 变 换 ( 左 变换 ) 将 4 一 ssI 化 为 上 三 角 阵 , 即 

P, 1°*P.P (A — sr) 一 下 
( 当 A 为 上 海 森 伯 格 阵 或 对 称 三 对 角 阵 时 ,P; 可 为 平面 旋转 
阵 ) , 则 
Aiii = P, 1°%*PsPi (A, — ssT)PIPi PT, + sl. 
下 面 考 虑 用 QR 方法 计算 上 海 森 伯 格 阵 的 特征 值 . 
设 BB 为 上 海 森 伯 格 阵 , 即 


bl Da 可 bi 
bz bz 六 市 bz 

B 一 . . La 
Dnsn-l b, n 


如 果 674i 天 0(i 一 1,2,…,n 一 1), 则 称 B 为 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 . 
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设 4ER”", 由 定理 17 可 选 正 交 阵 Ue 使 HAU, 为 上 海 
森 伯 格 阵 ,对 互 应 用 QR 算法 . 
QR 算法: H=H 
对 于 k=1 ,2,… 
H. 一 QR. (QR 分 解 ) 
Hin 一 RO@。 | 
不 失 一 般 性 ,可 假设 由 (4. 6) 和 迭代 产生 的 每 一 个 上 海 森 伯 格 阵 H。 
都 是 不 可 约 的 ,和 否则 , 若 在 某 步 有 


(4. 6) 


p n—p 

Hi Hi; p 
He 一 . 

0 H;,, jn—p 


于 是 ,这 个 问题 就 分 离 为 Hi 与 Hs 两 个 较 小 的 问题 . 当 p= 二 nn 一 1 
或 n 一 2 时 ,有 


n—1 1 


Hi H'; n—1 
Hi 一 0 heb |i 
或 n—2 2 
Hi Hi, |n—?2 
Hi, = 0 关 关 
xX x |2 


即 可 求 出 HH 的 特征 值 4, 二 hi? 或 A,1,4%,( 由 Hiti 右 下 角 二 阶 阵 
的 特征 值 求 得 ), 且 求 HH 的 其 余 特 征 值 时 ,转化 为 降 阶 求 Hi 的 特 
征 值 . 
实际 上 ,每 当 .+1 的 次 对 角 元 适当 小 时 ,就 可 进行 分 离 . 例 
如 ,如 果 . 
| hp [SE eC | hss | 十 | horiprs 1)， 
就 把 Porto* 视 为 零 .一般 取 e 王 10 一 ,其 中 上 是 计算 中 有 效 数字 的 
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位 数 . 
8.4.3 用 单 步 QR 方法 计算 上 海 森 伯 格 阵 特 征 值 


上 海 森 伯 格 阵 的 单 步 QR 方法 :选取 5 并 设 
hi hiz 办 hs 
hey hz 及 制 2 


H= | 本， ( 设 五 为 不 可 约 阵 ). 
hn hn 


对 于 4 一 1,2,… 《〈 用 位 移 来 加 速 收 敛 ) 
下 一 5 一 CR 
全 = RO + sl 
由 Hi 一 Ht 实际 计算 为 
(1) 左 变换 : P,1,,.… Pzs Pi (Hi 一 ss: 了 一 Ri( 上 三 角 阵 ). 
(2) 右 变换 : H; 一 Ri Pi Ps… Pr 1 十 si 
其 中 ”Pinti 一 P(k,k 十 1) 为 平面 旋转 阵 . 
(1) 左 变换 计算 
ha has (k= 1,2,,n), 
确定 平面 旋转 阵 已: 一 P(1,2) 使 
mn A A 
0 A 黎 


Pi,(H, 一 siD) 一 0 hs has “0. hs, 。 


. hn,nl hn 
设 已 完成 第 1 次,… 第 上 一 1 次 左 变换 , 即 有 
P11°** Ps,sP,; CH 一 siT) 一 
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(2) “2) (2) 
ml hi lk 及 抽 hi 
(&) (从 
JI hea,t "* hil,n 
hie " /名 |， (4.7) 
heri,e 机 heri,n 
huni hnn 


确定 平面 旋转 阵 Pii4i 一 P(Ek,k 十 1) ,使 hii,: 变 为 0, 且 完成 第 & 
次 左 变换 Per (Pi_14…Pu(H 一 5 中) 计算 (内需 计算 (4.7) 阵 第 
& 行 及 第 & 十 1 行 元 素 ). 

继续 这 一 过 程 , 最 后 有 

卫 ， Po (Ho—5D=R (上 三 角 阵 ). 
(2) 右 变换 计算 
H, = RiPEPE … Pl,,+ sl, 
在 第 k 次 右 变 换 (Ri Pls…)Piii 中 ,只 需 计算 玉 Pi 机 PE 第 k 
列 及 第 & 十 1 列 元 素 . 
六 < 十 Si (k= 1,2,.",n). 


最 后 
H:; = Ri Pi Pr i, 十 Si 
关 


|” ，” “| (为 上 海 森 伯 格 阵 ). 
由 上 述 讨论 指出 ,如 果 HER"”™" 为 上 海 森 伯 格 阵 , 则 用 QR 算 
法 产生 的 H,,H;, *…, H,,* 亦 是 上 海 森 伯 格 阵 . 即 上 海 森 伯 格 
阵 在 QR 变换 下 形式 不 变 . 
下 述 定理 讨论 一 个 极端 的 情况 
定理 22 设 :(1) 互 ER… "为 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 ; (2) py 为 
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瑟 = Hl 一 个 竺 征 值 . 则 QR 方法 
pp (QR 分 解 ) 


H; = RO 十 全 
中 Ai 一 Dj 一 人 
证 明 记 
mi ry 
R= (上 三 角 阵 ). 


由 设 古 为 不 可 约 阵 , 则 上 海 森 伯 格 阵 Hi 一 pI 亦 为 不 可 约 . 由 将 
上 海 森 伯 格 阵 H, 一 pyI 约 化 为 上 三 角 阵 R 的 平面 旋转 变换 的 取 法 
可 知 
ira | 宇 | ha | 天 0 (= 1,2, ,nC— 1), 
又 因为 @ (一 上 好) 一 及 为 奇异 矩阵 ,从 而 得 到 ,二 0. 因此 ,HH， 
的 最 后 一 行为 (0,0,…,0,p), 即 
hr = 0, ha = 1. 
这 就 启发 我 们 在 QR 方法 迭代 中 ,参数 5 可 选 为 h8, 即 H, 
的 (n,m) 元素. 通常 可 以 作为 特征 值 的 最 好 近似 ， 
算法 3` 上 海 森 伯 格 阵 的 QR 算法 ) 给 定 HER"”" 为 上 海 森 
伯 格 阵 , 本 算法 计算 
如: 一 了 一 CR (QR 分解) ( 取 s = hh,,) 
全 一 RO 十 下 
且 五 : 覆盖 H(H=H.) 
1, hu-—hu—s 
2. 对 于 =1,2,*…,n 一 1 
(1) hatetie RHL 一 3 


(2) 确定 P(&,K 十 1) 使 


ER 
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《3) 左 变换 
对 于 j= 二 &,…,n 


hi Ck Sk hs 
2 酸 "| ,| 
3. 对 于 二 1,2,*…**,n 一 1 
(1) 右 变 换 
对 于 i 二 1,2,… ,kk 十 1 


Ck — SE 
(Cha ,hi,er1) < Ch ‘shiprl ) 
5 


k Ck 

(2) hua<—hmts 

4. han jn 十 3$ 

如 果 用 不 同 的 位 移 一 Ar ,反复 应 用 算法 3 就 产生 正 交 相似 
的 上 海 森 伯 格 阵 序列 Hi ,HH ，… ,HH ，…. 当 hb 充分 小 时 ,可 将 
它 置 为 零 就 得 到 HH 的 近似 特征 值 4,h%. 再 将 矩阵 降 阶 ,对 较 小 
和 矩阵 连续 应 用 算法 . 

例 8 用 QR 方法 计算 对 称 三 对 角 和 矩阵 
2 1 0 


的 全 部 特征 值 ， 
解 ” 选 取 =aw, 则 5, 一 4. 
了 2 Pi (4 一 91) 一 下 
| 2361 一 1.342 0. 4472 


1.0954 一 0.3651 
0. 81650 
4 一 RPL, Pi 二 I 
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1.4000 0.4899 0 
= |0.4899 3.2667 0.7454|. 
0 0.7454 4.3333 
1.2915 0.2017 0 
As= 10.2017 3.0202 0.2724| ， 
0 0.2724 4.6884 
1.2737 0.0993 0 
Ai= |0.0993 2.9943 0.0072| ， 
0 0.0072 4.7320 
1.2694 0.0498 0 
4 一 |0.0498 2.9986 0 ， 
0 0 4. 7321 
~ /1.2694 0.0498、. 
= (6. 0498 3 9986 
现在 收缩 ,继续 对 4s 的 子 矩阵 4; ERz“:? 进行 变换 ,得 到 
1.2680 ”一 4 双 10- 


A。 = Py (A;s— ss DPL + ss = - 
一 4X 107 3. 0000 


故 求 得 4 近似 特征 值 为 
)，“ 4.7321, As 2 3.0000,N 2 1. 2680. 
而 4 的 特征 值 是 
Ns 一 3 十 V3 4.7321, 1 一 3.0, = 3—V3 ~ 1.2679. 
算法 3 是 在 实数 中 进行 选择 位 移 5 二 hs ,不 能 允 近 一 个 复 特 
征 值 ,所 以 算法 3 不 能 用 来 计算 H 的 复 特征 值 . 


8.4.4” 双 步 QR 方法 ( 隐 式 QR 方法 ) 


在 本 章 笑 3 节 中 将 AE R"”" 经 过 正 交 相似 变换 化 为 上 海 森 伯 
格 和 矩阵 瑟 , 即 UiAU, 二 HH, 其 中 H 不 是 唯一 的 . 但 是 ,如 果 规 定 了 
正 交 矩阵 U6 的 第 一 列 , 则 U。 和 五 除 差 士 1 因子 外 唯一 . 
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定理 23( 隐 式 Q 定理 ) 设 4ER……, 且 : 

(1) @= (gg…g) 及 V 一 (mm…wm) 都 是 正 交 阵 , 且 有 Q@ 4C 
=H,V 4VY 一 G 都 是 上 海 森 伯 格 阵 ， 

(2) HH 为 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 , 且 qi 二 wi( 即 8 与 V 第 1 列 相 
同 ). 则 ; 

(1) v=+tqg, Blh,i|=|gii| (i=2,°,n)s 

(2) G=D-IHD, 其 中 了 一 diag(1, 士 1],……, 士 1), 即 吾 和 G 在 
G=D HHD 意义 上 “本 质 上 相等 ”. 

算法 3 不 能 用 来 求 H 的 一 个 复 特 征 值 , 当 HC( 上 海 森 伯 格 阵 ) 
的 依 模 最 小 特征 值 是 复数 时 ,位 移 参 数 5,，ss+1 可 取 为 某 步 Hi 右 
下 角 的 二 阶 和 矩阵 


h, :7 一 h, rn 
c=| Mi ! | (4. 8) 


的 特征 值 . 
当 G 的 特征 值 s1 与 s; 为 复数 时 ,如 果 应 用 算法 3 就 要 引进 复 
数 运算 ,这 对 于 实 和 矩阵 HH 是 不 必要 的 ,事实 上 ,在 某 些 条 件 下 ,可 
以 用 正 交 相似 变换 将 H 约 化 为 实 Schur 型 . 
下 面 引 进 隐 式 位 移 的 QR 方法 , 即 用 si 与 ss 作 位 移 连 续 进 行 
二 次 单 步 的 QR 和 迭代 ,使 用 复位 移 ,又 避免 复数 运算 . 
(1) 设 HH= 可 ER”*" 为 上 海 森 伯 格 阵 , 取 共 思 fe 复数 9 ,ss 作 两 
步 位 移 的 QR 方法 , 即 
Hi—sl = QR, 
了 = RQ+anl=Q HQ, 
HBH sl = QR;, (4.9) 
也 = R.Q; + sz1 = Q; Qi HQ.Q; = 0 HQ, 
其 中 ,2 = 010;, R = RR,. 
显然 M=( 囊 一 nD (Hi 一 s: 了 有 QR 分解 
M = QR. (4. 10) 
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事实 上 ， 由 (4. 9) 式 并 利用 H;, —ss1=Qi (H, —sz DO ~0,R, 有 
M= (H, — 5s DOQOR, 


= (Q1Q; RQ ) QR, 
一 CQO:R:R: 一 OR. 
且 M 阵 为 实 矩 阵 , 这 是 因为 (即使 G 特征 值 为 复数 ) 
M= Hi— (s+ts)H + ss,1, (4. 11) 


其 中 5 十 ss == hs in 1 hn Ss, s152 hs in i han — hn ihn nO—t 
为 实数 . 于是,(4. 10) 式 为 实 矩 阵 M 的 QR 分 解 ,并 且 可 以 选取 和 
和 Qs 使 0810; 为 实 的 正 交 阵 . 由 此 得 出 
H,; = (QQ0;)TH,(0.Q;) = QTH.Q 

是 实 和 矩阵. 

如 果 用 下 述 算 法 就 能 保证 HH, 是 实 矩 阵 

(a) 直接 形成 实 和 矩阵 M 二 Hi 一 sHi 十 4 红 

《b) 计算 必 阵 的 实 QR 分 解 MQR 

(c) 令 已 一 OTRO 
但 是 (a) 需 要 O(n ) 次 乘法 运算 ,不 实用 . 

(2) 根据 隐 式 Q 定理 , 如果 按 下 述 算法 进行 ,就 有 可 能 用 
OC ) 次 运算 来 实现 从 HH 到 Hs 的 转换 . 

(a') 求 与 2 有 相同 第 一 列 的 正 交 阵 P。 

(b') 应 用 豪 斯 堆 尔 德 方法 将 HP 化 为 一 个 上 海 森 伯 格 
阵 , 即 

有 PP P, (PT 再 P,)P PP ,= H. 
记 0'=P,P, “PP, 2， 上 式 为 
QTHO=H. 

显然 ,0 的 第 一 列 与 Po 的 第 一 列 相同 , 即 8 与 8 第 一 列 相同 
(Ce 一 Poe =0e). 若 CHO 与 07HQ' 两 者 都 是 不 可 约 上 海 森 
伯 格 阵 , 则 由 隐 式 Q 定理 也" 与 百 , 本 质 上 相等 . 

(3)〉 如 何 寻 求 正 交 阵 P。. 
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由 于 M 王 CR (为 M 的 QR 分 解 ) , 则 
Me! =QRel= rnQe. 
这 说 明 @ 的 第 一 列 即 是 M 第 一 列 的 一 个 倍数 ,于 是 ,对 M 阵 的 第 
一 列 ( 非 零 ) 寻 求 初等 反射 阵 Po 使 
P,(Mei) = rue (其 中 ri 一 一 0) 
即 Me = ruPoe. 
这 说 明 P, 与 Q 具有 相同 的 第 一 列 . 
由 于 M=(H 一 sDC(H 一 sD, 则 
Me = (zx,y,z,0,°,0)T 


其 中 T= (hu ms) hu s)heho 
= hi + hha shutt, 
y = (hi — $2) hz 十 (has — $51) hz (4. 12) 
= ha (hit hzs 一 3)， 
之 一 hzihas. 


双 步 QR 方法: 设 HH= Hi ER”" 为 不 可 约 上 海 森 伯 格 阵 . 
(a) 计算 M 阵 的 第 一 列 . 即 按 (4. 12) 式 计算 
Me 一 (zyz, 0 ,0)7; 
(b) 确定 初等 反射 阵 P, 使 
P,(M el ) 一 一 08el， 


即 确定 初等 反射 阵 RE Ri 使 R。 


一 一 0e1; 


之 


R, 3 
人 
于 /7 一 3 


(ce) 计算 初等 反射 阵 P,P;,… ;P,-: 使 
P, ,°°**P,P.;(P, HP,)P.,P,.…P, 一 H 


为 上 海 森 伯 格 阵 , 则 0=010: 与 2 = P,P, … 了 :第 一 列 相 同 且 
H’=H;. 
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这 样 上 面 的 算法 就 完成 了 从 豆 到 H; 的 变换 ,但 没有 明显 的 
应 用 到 位 移 51 和 $2. 

算法 的 具体 实现 可 参看 文献 L1] 及 [19] ,本 算法 在 数学 库 中 均 
有 相应 软件 ,可 直接 使 用 . 


评注 


本 章 介绍 了 计算 一 般 抢 阵 主 特征 值 及 对 应 特征 向 量 的 迭代 法 
《宪法 ) ,这 种 方法 在 计算 过 程 中 原始 矩阵 4 始终 不 变 . 因此 ,这 种 
方法 适 于 求 高 阶 稀 朴 矩阵 的 特征 值 问题 . 主 特征 值 为 复 特征 值 的 
情况 可 参考 文献 [3]. 

反 老 法 是 计算 和 抢 阵 特征 向 量 的 一 个 有 效 方 法 ,主要 用 来 计算 
海 森 伯 格 阵 或 三 对 角 和 矩阵 的 对 应 于 一 个 给 定 的 近似 特征 值 的 特征 
向 量 . 

”本章 还 介绍 了 用 正 交 相似 变换 的 方法 约 化 一 般 矩 阵 4 为 上 
海 森 伯 格 阵 的 豪 斯 赴 尔 德 方法 ,计算 一 般 矩 阵 4 全 部 特征 值 问题 
的 QR 方法. 这 些 方法 都 是 利用 矩阵 的 正 交 相似 变换 约 化 矩阵 4 
为 某 种 简单 形式 ,以 期 求 4 的 特征 值 的 方法 . 这 种 方法 将 破坏 原 
始 和 矩阵 , QF 方法 (与 豪 斯 霍 尔 德 方 法 结合 使 用 ) 具 有 收敛 快 ,精度 
高 的 特点 ,是 求 任意 实 矩 阵 ( 中 ,小 型 ) 特 征 值 问 题 的 最 有 效 的 方法 
之 一 .对 计算 和 矩阵 特征 值 问 题 有 兴趣 的 读者 可 进一步 参考 文献 
L131,L19] ,L201]. 


习 题 


1. 用 宕 法 计算 下 列 撼 阵 的 主 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 : 


7 3 一 2 3 一 4 3 
3 4 —1|, (b) A; = | 一 人 6 3|， 


一 2 一 ] 3 3 3 1 


(a) 4 一 
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当 特 征 值 有 3 位 小 数 稳定 时 迭代 终止 . 
2. 利用 反 军 法 求 和 矩阵 
6 2 1 
2 3 | 
1 1 1 


的 最 接近 于 6 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 . 
3. 求 矩 阵 


与 特征 值 4 对 应 的 特征 向 量 . 
4. (a) 设 4 是 对 称 矩 阵 ,4 和 x( 中 x 上 ,一 1) 是 4 的 一 个 特征 值 及 相应 的 
特征 向 量 . 又 设 P 为 一 个 正 交 阵 ,使 
Pr =e = (1,0,.,0)T. 
证 明 B=PAPT 的 第 一 行 和 第 一 列 除 了 4 外 其 余 元 素 均 为 零 . 


《b) 对 于 矩 阵 
2 10 2 
4= |10 5 —8|, 
2 一 8 11 


4=9 是 其 特征 值 ,x 一 (三 , 于 ,全 ) 是 相应 于 9 的 特征 向 量 , 试 求 一 初等 反 


射 阵 已 ,使 Px=e ,并 计算 B= PAP". 
5. 利用 初等 反射 阵 将 


1 3 4 
4 一 |3 1 2 
4 2 1 


正 交 相似 约 化 为 对 称 三 对 角 阵 . 

6. 设 4.-: 是 由 豪 斯 翟 尔 德 方法 得 到 的 矩阵 ,又 设 y 是 4,-1 的 一 个 特征 
向 量 . 

(a) 证 明和 矩阵 和 A 对 应 的 特征 向 量 是 x= PP,…P,-,y， 

(b) 对 于 给 出 的 y 应 如 何 计算 x? 
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7. 用 带 位 移 的 QR 方法 计算 


1 2 0 3 1 0 
(a) 4 一 |2 一 1 1|,(b)B=|1 2 | 
0 1 3 0 1 1 
的 全 部 特征 值 . 
8， 试 用 初等 反射 阵 将 
1 1 1 
A= 12 —1 一 1 
2 一 4 5 
分 解 为 QR 的 形式 ,其 中 Q 为 正 交 阵 ,R 为 上 三 角 阵 , 
9. 设 
4 一 1 
一 工 4 一 工 
A= ， € R™", 
一 】 4 一 ] 
一 工 4 
试 确定 4 及 全 特征 值 的 界 . 
3 2 
4 Als 3 
10., 设 A=| 0 人 jz, 又 设 4; 为 A11 的 特征 值 ,A 为 4 的 特征 值 ， 


Xi = (um ya ,ca)7 为 对 应 于 hi ,A 的 特征 向 量 ,y; 二 (PB , 避 )” 为 对 应 于 hs Az 
的 特征 向 量 .求证 ， 
(1) X51 为 的 特征 值 . 
(2) 六 =: (ayasyos ,0,0)T 为 对 应 于 1 ,4 的 特征 向 量 ， 
严 一 (0,0,0,Bi, 妨 )T 为 对 应 于 ,A 的 特征 向量 . 


第 9 章 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 
9.1 引 总 


科学 技术 中 常常 需要 求解 常 微分 方程 的 定 解 问题 . 这 类 问题 
最 简单 的 形式 ,是 本 章 将 要 着 重 考察 的 一 阶 方程 的 初 值 问题 
y = f(r,y), (1.1) 
y(Czo) = yo. (1. 2) 
我 们 知道 ,只 要 函数 f(z,y) 适 当 光 滑 一 一 璧 如 关于 y 满足 利 
普 希 蒋 (Lipschitz) 条 件 
| rzyy) 一 Fry) | 委 工 |y 一 > |， (1. 3) 
理论 上 就 可 以 保证 初 值 问题 (1. 1),(1.2) 的 解 y=y(x) 存 在 并 且 
唯一 . 
虽然 求解 常 微 分 方程 有 各 种 各 样 的 解析 方法 ,但 解析 方法 只 
能 用 来 求解 一 些 特殊 类 型 的 方程 ,实际 问题 中 归结 出 来 的 微分 方 
程 主要 靠 数 值 解法 . 
所 请 数值 解法 ,就 是 寻求 解 y(x) 在 一 系列 离散 节点 
TT 
上 的 近似 值 Di N29 ”yan 相 邻 两 个 节点 的 间距 h, = Trt 
一 zx» 称 为 步 长 .今后 如 不 特别 说 明 , 总 是 假定 hi 二 h(i==1,2,…) 
为 定数 ,这 时 节点 为 zi 二 zo 十 nh sn 二 0,1,2,…， 
初 值 问题 (1. 1),(1. 2) 的 数值 解法 有 个 基本 特点 ,它们 都 采取 
“ 步 进 式 ”, 即 求解 过 程 顺 着 节点 排列 的 次 序 一 步 一 步 地 向 前 推进 . 
描述 这 类 算法 ,只 要 给 出 用 已 知 信息 ww ,yw-i，yw-:，… 计 算 w+ 的 
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首先 ,要 对 方程 (1.1) 离 散 化 ,建立 求 数值 解 的 递 推 公 式 . 一 
类 是 计算 ,71 时 只 用 到 前 一 点 的 值 y, , 称 为 单 步 法 . 另 一 类 是 用 
到 yi: 前面 上 点 的 值 yy 1 ，… ,yrs+t1; 称 为 k 步 法 . 其 次 ,要 研 
究 公 式 的 局 部 截断 误差 和 阶 ,数值 解 y, 与 精确 解 y (x, ) 的 误差 估 
计 及 收敛 性 ,还 有 递 推 公式 的 计算 稳定 性 等 问题 . 


9.2 简单 的 数值 方法 与 基本 概念 


9.2.1 欧 拉 法 与 后 退 欧 拉 法 


我 们 知道 ,在 zy 平面 上 ,微分 方程 (1. 1) 的 解 y= 二 y(z) 称 作 
它 的 积分 曲线 . 积分 曲线 上 一 点 Cz,y) 的 切线 斜率 等 于 函数 
f(z,y) 的 值 . 如 果 按 函数 f(x,») 在 zy 平面 上 建立 一 个 方向 场 ， 
那么 ,积分 曲线 上 每 一 点 的 切线 方向 均 与 方向 场 在 该 点 的 方向 相 

基于 上 述 几 何 解释 ,我 们 从 初 
始点 Po (zs，, yo) 出 发 , 先 依 方向 场 
在 该 点 的 方向 推进 到 zx 一 zi 上 一 点 
Pi ,然后 再 从 Pi 依 方向 场 的 方向 
推进 到 z= zz 上 一 点 P: , 循 此 前 进 
做 出 一 条 折线 PoPiP,…( 图 9-1). 图 9-1 

一 般 地 , 设 已 做 出 该 折线 的 顶 
点 P, ,过 了 P, (x;y ) 依 方向 场 的 方向 再 推进 到 Pri (Tati ynrl1)， 
显然 两 个 项 点 P。,P,+ 的 坐标 有 关系 


Jr yn -一 Cr )， 
Tntl Tn 


即 ya = Yd hf (Cr, ,ya ). (2. 1) 
这 就 是 著名 的 欧 拉 (Euler) 公 式 . 若 初 值 yo 已 知 , 则 依 公 式 (2. 1) 
可 逐步 算出 
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yi 一 Yo 二 hf(ro, yo), 
yz 一 yl1 二 hf(xi, yi)， 


例 1 求解 初 值 问题 
了 2 工 
7 (2. 2) 
y(0) = 1. 


解 ” 为 便于 进行 比较 ,本 章 将 用 多 种 数值 方法 求解 上 述 初 值 
问题 . 这 里 先 用 欧 拉 方法 , 欧 拉 公式 的 具体 形式 为 
_- 27 
ynrl 一 ys + hy, 了 ): 
取 步 长 y==0.1, 计 算 结果 见 表 9-1. 
表 9-1 计算 结果 对 比 


2 Or yCzn ) I yn 3yCzn) 
ol 1.1000 | 1.0954 || 0.6 1. 5090 1. 4832 
0.2 1. 1918 1.1832 0.7 1. 5803 1. 5492 
0.3 1.2774 1.2649 0.8 1. 6498 1. 6125 
0.1 1. 3582 1. 3416 0.9 1.7178 1.6733 
0.5 1.4351 1.4142 1.0 1. 7848 1.7321 


初 值 问题 (2,.2) 有 解 ?一 1 十 2z, 按 这 个 解析 式 子 算出 的 准确 
值 y(z,) 同 近似 值 y, 一 起 列 在 表 9-1 中 ,两 者 相 比较 可 以 看 出 欧 
拉 方 法 的 精度 很 差 . 

还 可 以 通过 几何 直观 来 考察 欧 拉 方 
法 的 精度 , 假设 办 一 y(Cz,), 即 顶点 P, 落 
在 积分 曲线 y= 二 y(x) 上 ,那么 , 按 欧 拉 方 
法 做 出 的 折线 P,P。: 便 是 > 一 y(z) 过 点 
已 , 的 切线 (图 9-2). 从 图 形 上 看 ,这 样 定 
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出 的 顶点 P,: 显著 地 偏离 了 原来 的 积分 曲线 ,可见 欧 拉 方 法 是 要 
当 粗 糙 的 . 

为 了 分 析 计 算 公 式 的 精度 ,通常 可 用 泰勒 展开 将 y(Cz+l) 在 
Tn 处 展开 , 则 有 

yz ) = yx + h) 
二 y(Cz) 十 y (Zn) 有 十 Sy), E € (zn Tn ). 

在 =y(Czn) 的 前 提 下 ,Frzy)= zy(z)) 一 y(Cz). 于 是 
可 得 欧 拉 法 (2. 1) 的 公式 误差 


. h’ 大? 
YTnt1) 一 yw 一 DY (6&) Fy (Zn)， (2.3) 


称 为 此 方法 的 局 部 截断 误差 . 
如 果 对 方程 (1. 1) 从 z, 到 zi 积分 ,得 


yr) = yx) + fly) dr. (2. 4) 


右 端 积分 用 左 和 矩形 公式 hf(z,,w《xs)) 近 似 , 再 以 y, 代 震 y 《x,)， 
ynt1 代 替 yCza41) 也 得 到 (2. 1) ,局 部 截断 误差 也 是 (2. 3). 

如 果 在 (2. 4) 中 右 端 积分 用 右 矩 形 公式 hf(zsri,y(xs+1)) 近 

似 , 则 得 另 一 个 公式 
Natl 一 yr Tt hf Tas Ynt1), (2.5) 
称 为 后 退 的 欧 拉 法 . 

后 退 的 欧 拉 公式 与 欧 拉 公式 有 着 本 质 的 区 别 , 后 者 是 关于 
yn+1 的 一 个 直接 的 计算 公式 ,这 类 公式 称 作 是 显 式 的 ;然而 公式 
(2. 5) 的 右 端 含有 未 知 的 ys+1, 它 实际 上 是 关于 y+ 的 一 个 函数 
方程 ,这 类 公式 称 作 是 隐 式 的 . 

显 式 与 隐 式 两 类 方法 各 有 特点 . 考虑 到 数值 稳定 性 等 其 他 因 
素 , 人 们 有 于 需要 选用 隐 式 方法 ,但 使 用 显 式 算法 远 比 隐 式 方便 . 

隐 式 方程 (2.5) 通 常用 迭代 法 求解 ,而 迭代 过 程 的 实质 是 逐步 
显示 化 . 
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设 用 欧 拉 公式 
yh = ys hf xs, yn) 
给 出 选 代 初 值 y 叶 1 ,用 它 代 入 (2.5) 式 的 右 端 ,使 之 转化 为 显 式 ， 
直接 计算 得 
3 = ys 二 hf re ,YN ), 
然后 再 用 y 吕 1 代入 (2.5) 式 ,又 有 
ye = yn 二 hf ra ys 
如 此 反复 进行 ,得 
yD = ys hf (raisy ti) (k=0,1,"). (2.6) 
由 于 f(x,y) 对 y 满足 利 普 希 艾 条 件 (1. 3). 由 (2. 6) 减 (2. 5) 得 
| ye — ym |= hh| f(r ,Ys ) — fxas Yari) | 
有 hL | yh 一 ym |. 
由 此 可 知 ,只 要 有 过 1 迭代 法 (2.6) 就 收敛 到 解 w+ 关于 后 退 欧 


拉 方 法 的 公式 误差 ,从 积分 公式 看 到 它 与 欧 拉 法 是 相似 的 . 
9.2.2 梯形 方法 


为 得 到 比 欧 拉 法 精度 高 的 计算 公式 ,在 等 式 (2. 4) 右 端 积分 中 

若 用 梯形 求 积 公式 近似 ,并 用 代替 y(z,)yyn+i 代 替 y (zx,41)， 
则 得 

Jrrl 一 y+ Lf ny ) 十 Gan ,Ynt1 ) ]» (2,7) 


称 为 梯形 方法 . 
梯形 方法 是 隐 式 单 步 法 ,可 用 迭代 法 求解 . 同 后 退 的 欧 拉 方法 
一 样 , 仍 用 欧 拉 方法 提供 迭代 初 值 , 则 梯形 法 的 迭代 公式 为 
Yr = Yn 二 » yn); 


Ck+1) 


2nf 一 Jr 十 广 [Lf ;Yn ) 十 (zol 本 )] (2. 8) 
(k= 0,1,2,..). 
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为 了 分 析 和 迭代 过 程 的 收敛 性 ,将 (2.7) 式 与 (2.8) 式 相 减 ,得 
Yntl — ye 一 SEf Cm Ynt1) 一 Zn 9 )]， 
于 是 有 


hL 
| Yntrl 一 yt [< | Vntl 一 3 绰 | ， 


式 中 了 为 f(x,y) 关 于 y 的 利 普 希 世 常数 . 如 果 选 取 充分 小 ， 
使 得 
hL 


< 1， 


2 
则 当 A-~ce 时 有 ?中 :一 + 这 说 明 迭 代 过 程 (2.8) 是 收敛 的 . 


9.2.3 单 步 法 的 局 部 截断 误差 与 阶 


初 值 问题 (1.1),(1. 2) 的 单 步 法 可 用 一 般 形式 表示 为 
Yrtl = Yr ho rss Yr Yn sh), (2.9) 
其 中 多 元 函数 8 与 f(x,y) 有 关 , 当 9 含有 ynt1 时 ,方法 是 隐 式 的 ， 
若 不 含 yw+1 则 为 显 式 方法 ,所 以 显 式 单 步 法 可 表示 为 
yatl = Ya hp (rz, ,ys sh), (2.10) 
P(X,ys 有 ) 称 为 增 量 函数 ,例如 对 欧 拉 法 (2.1) 有 
px,y hh) = flr,y). 
它 的 局 部 截断 误差 已 由 (2.3) 给 出 ,对 一 般 显 式 单 步 法 则 可 如 下 
定义 . 
定义 1 设 y(zx) 是 初 值 问题 (1. 1) ,(1.2) 的 准确 解 , 称 
TH 一 yz 一 yo) 一 Pp(CzyyCzo)) 产 ) (2. 11) 
为 显 式 单 步 法 (2. 10) 的 局 部 截断 误差 . 
T+1 之 所 以 称 为 局 部 的 ,是 假设 在 z, 前 各 步 没 有 误差 . 当 y， 
三 y(x;) 时 ,计算 一 步 , 则 有 
IT) ya YX) — [Lyn ho (xa, yh)] 


一 yCZntl) 一 yxn) 一 hoplx, ,yxn) ;hh) 一 了 1。 
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所 以 ,局 部 截断 误差 可 理解 为 用 方法 (2. 10) 计 算 一 步 的 误差 ,也 即 
公式 (2. 10) 中 用 准确 解 y(z) 代 替 数值 解 产 生 的 公式 误差 . 根据 定 
义 , 显 然 欧 拉 法 的 局 部 截断 误差 i 
Toni = YKari) — VK) — hf rs YX)) 
= yxs dh) — yx) — hy’ (xs) 
一 yz,) 十 OCR’)， 


即 为 (2. 3) 的 结果 . 这 里 与 (zx,) 称 为 局 部 截断 误差 主 项 . 显然 


T+ 二 OCh?). 一 般 情形 的 定义 如 下 . 
定义 2 设 yCz) 是 初 值 问题 (1. 1),(1.2) 的 准确 解 ,车 存在 
最 大 整数 使 显 式 单 步 法 (2. 10) 的 局 部 截断 误差 满足 
Tn = yz+h) 一 yCZ) — hp(r, yh) = O(h?!), 
(2. 12) 
则 称 方法 (2. 10) 具 有 p 阶 精度 . 
若 将 (2. 12) 展 开 式 写 成 
Ta = prs yr hh! 十 O 〇 Co ) ， 
则 yz, ,ylz))h**! 称 为 局 部 截断 误差 主 项 . 
以 上 定义 对 隐 式 单 步 法 (2.9) 也 是 适用 的 . 例如 ,对 后 退 欧 拉 
法 (2.5) 其 局 部 截断 误差 为 
Ta yr) OO— yi) CO— hf (ris yra )) 


2 
= hy'(z) + Yr,) + OC) 
— hfy Crs) + hy rs) + OCR?)] 


h? 1 
= Fy 《zw) + OO )， 


这 里 p 一 1, 是 1 阶 方法 ,局 部 截断 误差 主 项 为 一 和 六 (zx) 
同样 对 梯形 法 (2.7) 有 


9.2 ”简单 的 数 植 方法 与 基本 概念 .343 ， 


T = yr) 一 yCzn) 一 号 [yzn) 十 了 (Crzrrl)] 
2 3 

一 hy (x,) 十 yz,) + 全 YC,) 

h a a Ld h? » 4 

—5Ly (Xn) 二 yy (zi) hy (zi) 二 可》 (z | + OR’) 

一 一 wx ) 二 OC!) 

lz ” ” 

3 
所 以 梯形 方法 (2.7) 是 二 阶 的 ,其 局 部 误差 主 项 为 一 扎 y(z,). 


9.2.4 改进 的 欧 拉 公 式 


我 们 看 到 ,梯形 方法 虽然 提高 了 精度 ,但 其 算法 复杂 ,在 应 用 
迭代 公式 (2. 9) 进 行 实际 计算 时 ,每 迁 代 一 次 ,都 要 重新 计算 函数 
f(z,y) 的 值 ,而 迭代 又 要 反复 进行 若干 次 ,计算 量 很 大 ,而 且 往 往 
难以 预测 . 为 了 控制 计算 量 ,通常 上 只 多 代 一 两 次 就 转 人 下 一 步 的 计 
算 ,这 就 简化 了 算法 . 

有 具体 地 说 ,我 们 先 用 欧 拉 公式 求 得 一 个 初步 的 近似 值 w+i， 
称 之 为 预测 值 ,预测 值 y :的 精度 可 能 很 差 ,再 用 梯形 公式 (2.7) 
将 它 校正 一 次 , 即 按 (2.8) 式 迭代 一 次 得 w+ 这 个 结果 称 校 正 
值 ,而 这 样 建立 的 预测 -校正 系统 通常 称 为 改进 的 欧 拉 公式 : 

预测 .w+ 一 加 十 AAACzy)， 


一 (2. 13) 
校正 ntl Ys + f(z, ,V1 ) fra "n+1 )j. ， 


或 表 为 下 列 平均 化 形式 
[ys = ys hf rs, ,Ya), 
Ye = YT hf (ra ,yp) » 


Yai 一 3 十 ye)， 
例 2 用 改进 的 欧 拉 方法 求解 初 值 问 题 (2. 2). 
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解 ”改进 的 欧 拉 公式 为 
27。 
yp 一 yh )， 


ye = y+h(y, — et), 


ynrl 一 六 (yw 十 六)， 


仍 取 A=0. 1, 计 算 结 果 见 表 9-2. 同 例 1 中 欧 拉 法 的 计算 结果 比 
较 ,改进 欧 拉 法 明显 改善 了 精度 . 


表 9-2 计算 结果 对 比 


9.3 龙 格 - 库 塔 方法 


9.3.1 显 式 龙 格 - 库 塔 法 的 一 般 形 式 


上 市 给 出 了 显 式 单 步 法 的 表达 式 (2. 10) ,其 局 部 截断 误差 为 
法 (2. 13), 它 可 表 为 


yo = y+ Ef ry) fs + hy + hf ras ys))]. 


(3.1) 
此 时 增 量 函 数 
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g(x, yash) = Lf Cery,) 二 fOr 4 hoys FhF rs y))]. 


(3.2) 
它 比 欧 拉 法 的 pCx; ;ysh) 二 f(x,y,) 增加 了 计算 一 个 右 函 数 和 
的 值 . 可 望 p==2. 若 要 使 得 到 的 公式 阶 数 户 更 大 ,2 就 必须 包含 更 
多 的 了 值 .实际 上 从 方程 (1. 1) 等 价 的 积分 形式 (2. 4) , 即 


yz 一 wz) 一 [feyee)) dz， (3. 3) 
若 要 使 公式 阶 数 提高 ,就 必须 使 右 端 积分 的 数值 求 积 公式 精度 提 
高 , 它 必然 要 增加 求 积 节点 ,为 此 可 将 (3.3) 的 右 端 用 求 积 公式 表 
示 为 
[fry dz ~ D3 cf xs + Ah ,yr AhR)). 


一 般 来 说 ,点 数 - 越 多 ,精度 越 高 ,上 式 右 端 相当 于 增 量 函数 p(x， 
y,) ,为 得 到 便于 计算 的 显 式 方法 ,可 类 似 于 改进 欧 拉 法 (3. 1)， 
(3. 2) ,将 公式 表示 为 


| 二 Vn 十 hp(r, ,yn 天) ， (3. 4) 
其 中 
Px» Ys sh) 二 DakK,, (3.5) 
il 
Ki 一 一 fn) 


K; = = fe th th DK, ) i= 2 


这 里 ci,7; ,psi 均 为 常数 . (3. 4 和 (3. 5) 称 为 + 级 显 式 龙 格 - 库 塔 
(Runge-Kutta) 法 ,简称 R-K 方法 ， 

当 7 一 1，,9(zyyssj) 一 zz 加) 时 ,就 是 欧 拉 法 ,此 时 方法 的 
阶 为 p==1. 当 r=2 时 ,改进 欧 拉 法 (3.1),(3.2) 就 是 其 中 的 一 种 ， 
下 面 将 证 明 阶 p=2. 要 使 公式 (3. 4) , (3.5) 具 有 更 高 的 阶 p, 就 要 
增加 点 数 一 下 面 我 们 只 就 "一 2 推导 R-K 方法 . 并 给 出 一 3,4 时 
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的 常用 公式 ,其 推导 方法 与 * 一 2 时 类 似 , 只 是 计算 较 复杂 . 
9.3.2 二 阶 显 式 R-K 方法 


对 r 一 2 的 R-K 方法 ,由 (3.4),(3. 5) 可 得 到 如 下 的 计算 公式 
yorl = Ya hlckK te kK,), 
上 = fxr, yr), (3. 6) 
K; = fx Aash, yr HahK 1,). 
这 里 ci ,cz ,hz ,pzl 均 为 待定 常数 ,我 们 希望 适当 选取 这 些 系数 ,使 
公式 阶 数 p 尽量 高 .根据 局 部 截断 误差 定义 , (3.6) 的 局 部 截断 误 
差 为 
Ta 一》yCZorl) 一 yCZo) 
一 PEcl fxs » ya) tc frst hzh, yt phf,)], (3.7) 
这 里 yy, 一 y(zs) ,fi 二 f(xs ,Ya). 为 得 到 T,41 的 阶 ,要 将 上 式 各 
项 在 (zx,,y,) 处 做 泰勒 展开 ,由 于 f(x,y) 是 二 元 函数 , 故 要 用 到 二 
元 泰勒 展开 ,各 项 展开 式 为 


2. 本 
ym) = y+ hy + 与 训 十 入 ” 4 OC), 


31>” 
其 中 


ys 一 fx Yr) 一 fis 
> 一 Ef Crs yz,)) = fe (za) + fy xn yn) fo, 


yr = fo ras ya) tofsfhy rayya) tt ff Cr yn) 
十 方 (Czas ya Lf xa yr) fofs (zuyyn)]; 


(3. 8) 
f(x, 二 4sh s Yn + ph f,) 


= 十 ff/ (Tn ,yx)Azh 十 f (Xn ,Yn phf,tOC’). 将 以 上 
结果 代入 (3. 7) 则 有 


2 
T= hf tSEf! Grosyn) + fY (zrs yn)f] 
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-下 [Le 六 二 cs 十 1 Cr ya)h 
-pfy Cr ya) fh + OR) 


一 (1 一 ca 一 c)j 帮 十 ( 志 一 chs ) fi (za) ys ) hr 
(ep fy Cz, yy) fh 4 OC ). 
要 使 公式 (3. 6) 具 有 p==2 阶 ,必须 使 


Coa As 0， C22l 一 0, (3. 9) 


1 
2 


1 Ci Cy» 一 0， 


即 czA2 一 过， 5C2 21 = 到 ， Ci 十 cy 一 工 . 
(3.9) 的 解 是 不 唯一 的 . 可 令 c 一 2 天 0, 则 得 


1 
2a 
这 样 得 到 的 公式 称 为 二 阶 R-K 方法 ,如 取 a 二 1/2, 则 a = c= 
1/2, ?一 pa: 一 1. 这 就 是 改进 欧 拉 法 (3. 1). 
若 取 a 二 1, 则 C=1,c 0，4s 21 1/2. 得 计算 公式 
Yntl = yr hK,, 
Ki = f(r, yr) 


cl 一 工 a, 4 = pali = 


(3.10) 
h h 
K; = f(z, 十 D's + ZK). 


称 为 中 点 公式 ,相当 于 数值 积分 的 中 矩形 公式 . (3. 10) 也 可 表示 为 
3 = y+ hf (x 二 ,yy 二 名 f(z yn)). 


对 r+ 二 ?2 的 R-K 公式 (3. 6) 能 否 使 局 部 误差 提高 到 OC(h*)? 为 
些 需 把 K, 多 展开 一 项 ,从 (3. 8) 的 yy 看 到 展开 式 中 f/f: 十 f/f 
的 项 是 不 能 通过 选择 参数 消 掉 的 ,实际 上 要 使 有 i 的 项 为 零 , 需 增 
加 3 个 方程 ,要 确定 4 个 参数 c ,cs ,ho 及 po ,这 是 不 可 能 的 . 故 
r 一 2 的 显 式 R-K 方法 的 阶 只 能 是 如 =2 ,而 不 能 得 到 三 阶 公式 . 
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9.3.3 三 阶 与 四 阶 显 式 R-K 方法 


要 得 到 三 阶 显 式 R-K 方 法 ,必须 r=3. 此 时 (3.4),(3.5) 的 公 

式 表示 为 

A 

天 = f(r, syY,), 

Ks = fx hh, yt HhK), 

K; = f(x hah, ys ot HhK i + LhK,). 
其 中 cc ,cs 及 ,pl ,hs ,pa ,paz 均 为 待定 参数 ,公式 (3.11) 的 局 
部 截断 误差 为 

Ti = y xe) ~— yz) — hc Ki ce Kt cs Kk,]. 

只 要 将 K;,K, 按 二 元 函数 泰勒 展开 ,使 T,;, 一 Ol(h*), 可 得 待定 
参数 满足 方程 


(3. 11) 


Cl 十 Ce 十 cs 一 ~ 1， 
Az 一 ol， 
As = psl 十 paz， 
1 
< cz42 十 C34A3 一 pW (3. 12) 


cz 十 ca 一 王 ， 


1 
Cahz p32 = <. 


6 

这 是 8 个 未 知 数 6 个 方程 的 方程 组 , 解 也 不 是 唯一 的 . 可 以 得 到 很 
多 公式 .满足 条 件 (3. 12) 的 公式 (3. 11) 统 称 为 三 阶 R-K 公式 .下 
面 只 给 出 其 中 一 个 常见 的 公式 . 
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Yatl = y+ 人 (Ki 十 4K: + Ks:), 
天 1: 一 f(r y), 
天， = f(z 二 + 多,y 名 Ki )， 
K; = f(x, th,ys — hK + 2hK,). 
此 公式 称 为 库 塔 三 阶 方法 . 
继续 上 述 过 程 ,经 过 较 复 杂 的 数学 演算 ,可 以 导出 各 种 四 阶 龙 
格 - 库 塔 公 式 , 下 列 经 典 公 式 是 其 中 常用 的 一 个 : 


yn 二 十 名 (Ki 二 2Ks 2Ks + Ks), 
K1 = f(x, ya), 


1 Ks == f(z 十 条, 十 各 K1)， (3. 13) 


Ks = f(z 二 分 ,yy 十 印 Ks)， 


K, = fx, h,y, thK;). 

四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 每 一 步 需要 计算 四 次 函数 值 f, 可 以 证 
明 其 截断 误差 为 O( 瑚 ). 不 过 证 明 极 其 繁 融 , 这 里 从 略 . 

例 3 设 取 步 长 二 0.2, 从 z=0 直到 z 一 1 用 四 阶 龙 格 - 库 
塔 方法 求解 初 值 问题 (2. 2). 

解 ” 这 里 ,经 上 典 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 (3. 13) 具 有 形式 
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一 思 十 长 (K， 十 2Ks 十 2K, 十 天 )， 
Ki = y, — 
Vn 
2.z， 
天 。 一 Yn + 2 Ki “ + 9 
< “ yr sR 
2 h 
K; = yr 十 , 天， 2 二 9 
2 pK 
_ _ 2Cz+h) 
K, yn + hK; ys + hK, 


右面 列 出 计算 结果 y, , 表 中 y(z,) 仍 表示 准确 解 . 


比较 例 3 和 例 2 的 计算 结果 ,显然 
以 龙 格 - 库 塔 方法 的 精度 为 高 . 要 注意 ， 
虽然 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 计算 量 ( 每 一 
步 要 4 次 计算 函数 /) 比 改进 的 欧 拉 方 
法 ( 它 是 一 种 二 阶 龙 格 - 库 塔 方 法 ,每 一 
步 只 要 2 次 计算 函数 户 大 一 倍 , 但 由 于 
这 里 放大 了 步 长 (4 二 0.2), 表 9-3 和 
表 9-2 所 耗费 的 计算 量 几 乎 相同 . 这 个 
例子 又 一 次 显示 了 选择 算法 的 重要 


表 9-3 计算 结果 


Tn Yn 

0.2 | 1.1832 
0.4 | 1.3417 
0.6 | 1.4833 


0.8 | 1.6125 
1.0 | 1.7321 


yx) 
1. 1832 
1.3416 
1.4832 
1,6125 
1.7321 


然而 值得 指出 的 是 , 龙 格 - 库 塔 方法 的 推导 基于 泰勒 展开 方 
法 ,因而 它 要 求 所 求 的 解 具有 和 较 好 的 光滑 性 质 . 反之 ,如 果 解 的 光 
滑 性 差 ,那么 ,使 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 得 的 数值 解 , 其 精度 可 
能 反而 不 如 改进 的 欧 拉 方 法 . 实际 计算 时 ,我 们 应 当 针 对 问题 的 具 


体 特点 选择 合适 的 算法 . 
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9.3.4 变 步 长 的 龙 格 - 库 塔 方法 


单 从 每 一 步 看 , 步 长 越 小 ,截断 误差 就 越 小 ,但 随 着 步 长 的 缩 
小 ,在 一 定 求解 范围 内 所 要 完成 的 步 数 就 增加 了 . 步 数 的 增加 不 但 
引起 计算 量 的 增 大 ,而且 可 能 导致 舍 人 误差 的 严重 积累 . 因此 同 积 
分 的 数值 计算 一 样 ,微分 方程 的 数值 解法 也 有 个 选择 步 长 的 问题 . 

在 选择 步 长 时 ,需要 考虑 两 个 问题 : 

1° 怎样 衡量 和 检验 计算 结果 的 精度 ? 

2” 如 何 依据 所 获得 的 精度 处 理 步 长 ? 

我 们 考察 经 典 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (3. 13). 从 节点 zw 出 发 ， 
先 以 hh 为 步 长 求 出 一 个 近似 值 , 记 为 > 省 ,由 于 公式 的 局 部 截断 误 
差 为 OC(h: ), 故 有 

VCZaH ) 一 YA hs, (3. 14) 


后 将 步 长 折 半 , 即 取 各 为 步 长 从 z, 跨 两 步 到 ri ,再 求 得 一 个 
近似 值 > 入 ) ,每 跨 一 步 的 截 电 误差 是 < (如) ,因此 有 
yr) 一 ~2c( 各 ) ， (3.15) 


比较 (3. 14) 式 和 (3. 15) 式 我 们 看 到 , 步 长 折 半 后 ,误差 大 约 减少 到 
二, 即 有 


JCZnh ) 一 wt ) > 1 
YT ) — YW 16° 
由 此 易 得 下 列 事后 估计 式 
y(CZnHl) 一 和? 和 二 [ys ) ys Jj. 


这 样 ,我 们 可 以 通过 检查 步 长 , 折 半 前 后 两 次 计算 结果 的 偏差 


A 二 | 一 ? 错 
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来 判定 所 选 的 步 长 是 否 合适 ,具体 地 说 ,将 区 分 以 下 两 种 情况 
处 理 : 

1. 对 于 给 定 的 精度 es, 如 果 A>e, 我 们 反复 将 步 长 折 半 进行 
计算 ,直至 A<<e 为 止 ,这 时 取 最 终 得 到 的 y 人 各) 作为 结果 ; 

2， 如 果 A 二 e, 我 们 将 反复 将 步 长 加 倍 ,直到 A>e 为 止 ,这 时 
再 将 步 长 折 半 一 次 ,就 得 到 所 要 的 结果 . 

这 种 通过 加 倍 或 折 半 处 理 步 长 的 方法 称 为 变 步 长 方法 . 表面 
上 看 ,为 了 选择 步 长 ,每 一 步 的 计算 量 增加 了 ,但 总 体 考虑 往往 是 
合算 的 . 


9.4 单 步 法 的 收敛 性 与 稳定 性 


9.4.1 收敛 性 与 相 容 性 


数值 解法 的 基本 思想 是 ,通过 某 种 离散 化 手段 将 微分 方程 

(1. 1) 转 化 为 差分 方程 ,如 单 步 法 (2. 10), 即 
ya = ys hp Cr, yn sh). (4. 1) 
它 在 zx; 处 的 解 为 y,, 而 初 值 问题 (1. 1) ,(1.2) 在 二 处 的 精确 解 为 
ylzs), 记 ,一 y(zx,) 一 yy 称 为 整体 截断 误差 . 收敛 性 就 是 讨论 当 


xz 二 zx, 周 定 且 及 = 于 一 >0 时 e 一 0 的 问题 . 


定义 3 若 一 种 数值 方法 (如 单 步 法 (4.1)) 对 于 固定 的 z, 一 
To 十 Wh, 当 有 hh 一 0 时 有 yy->yCxs), 其 中 y(x) 是 (1.1),(1.2) 的 淮 
确 解 , 则 称 该 方法 是 收敛 的 ， 

显然 数值 方法 收敛 是 指 e, 一 >y(z,) 一 一 0, 对 单 步 法 (4. 1) 有 
下 述 收敛 性 定理 : 

定理 1 假设 单 步 法 (4. 1) 具 有 阶 精度 , 且 增 量 函 数 (>z， 
ys, 有 hh) 关 于 y 满足 利 普 希 菊 条 件 


9,4 单 步 法 的 收敛 性 与 稳定 性 。353 。 


| pry hh) — Pry h) | 委 L yy 一 > |， (4. 2) 
又 设 初 值 y。 是 准确 的 , 即 三 y(Czo), 则 其 整体 截断 误差 
yxs) 一 yu —=. Oh?). (4. 3) 


证 明 设 以 ys+i 表 示 取 yy 一 y(zx,) 用 公式 (4.1) 求 得 的 结 
果 , 即 
ya = yrs) 4 hp lr, yz) ,hh), (4. 4) 
则 y(zxsi1) 一 ya+1 为 局 部 截断 误差 ,由 于 所 给 方法 具有 p 阶 精度 ， 
按 定义 2, 存 在 定数 C, 使 
' | yCzo) 一 yo | Oh. 
又 由 式 (4. 4) 与 (4. 1), 得 
12 一 yer | yr ) 一 六 | 
十 疡 | gr sy Cr) sh) — pr, ya oh) |. 
利用 假设 条 件 (4. 2) ,有 
| ya — yan | Th) | yz 一 加 | 
从 而 有 
| YI) yr [| yn yo | 十 | ze 一 ynH | 
(hh) | yx) — ya |+ Cam. 
即 对 整体 截断 误差 6 == y(z;) 一 y, 成 立 下 列 递 推 关系 式 
| emi | 达 (十 hg) | e; | 二 Ca, (4.5) 
据 此 不 等 式 反复 弟 推 ,可 得 


es | GOFAL)" |e + 多- 元 [a 十 AL。)" 一 1]. (4.,6) 


再 注意 到 尖 z, 一 zo 一? 六 < 委 工时 
(十 了 7 < (ee)" < es, 
最 终 得 下 列 估计 式 


[ 注 ] 对 于 住 意 实数 zx, 有 1 十 z 安 ex ,而 当 7 之 一 1 时 ,成 立 0 志 (1 十 +)" 放 e™. 
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|e | 过 el em， + Pen 1). (4.7) 

由 此 可 以 断定 ,如 果 初 值 是 准确 的 , 即 e。 一 0, 则 (C4. 3) 式 成 立 . 定理 
证 毕 . 

依据 这 一 定理 ,判断 单 步 法 (4.1) 的 收敛 性 ,归结 为 验证 增 量 
函数 p 能 否 满足 利 普 希 芯 条 件 (4. 2). 

对 于 欧 拉 方 法 ,由 于 其 增 量 函 数 9 就 是 f(x,y), 故 当 f(x,y) 
关于 y 满足 利 普 希 获 条 件 时 它 是 收敛 的 . 

再 考察 改进 的 欧 拉 方法 , 其 增 量 函数 已 由 (3.2) 式 给 出 ,这 
时 有 

[pes yo) 一 gz [SFL fry) ~ fs | 


十 | f(z+h,ythflzryy)) — f(rt+h,yt+hflr,y)) |]. 
假设 f(z,y) 关 于 > 满足 利 普 希 芯 条 件 , 记 利 普 希 芯 常数 为 
工 , 则 由 上 式 推 得 
gz 一 pa [LI +E) yl. 
设 限定 A 福 Po Ch 为 定数 ) ,上 式 表 明 gp 关于 yy 的 利 普 希 芯 常数 
Le 一 工人 (1 二 党)， 
因此 改进 的 欧 拉 方法 也 是 收敛 的 . 
类 似 地 ,不 难 验证 其 他 龙 格 - 库 塔 方法 的 收敛 性 . 
定理 1 表明 p 之 1 时 单 步 法 收敛 ,并 且 当 >(z) 是 初 值 问题 
《1.1) ,(1.2) 的 解 ,(4.1) 具 有 p 阶 精 度 时 , 则 有 展开 式 
Tini= yz hh) 一 y(z) — holz,y(r),h) 
= yh 二 
—hLg Cz, yr) ,0) + op (zr,y(r), 0h 
= h[y Cx) — pr,y Cz),0)] + OR’). 
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所 以 p 宇 1 的 充 要 条 件 是 y (zx) 一 g(x,y(x),0) 一 0, 而 y (x)= 
zyCz)), 于 是 可 给 出 如 下 定义 ， 

定义 4 若 单 步 法 (4. 1) 的 增 量 函数 p 满足 

PCzy,0) = f(r,y), 

则 称 单 步 法 (4. 1) 与 初 值 问 题 (1. 1),(1.2) 相 容 . 

以 上 讨论 表明 pp 阶 方法 (4.1) 当 pp 之 1 时 与 (1.1),(1.2) 相 
容 , 反 之 相 容 方法 至 少 是 1 阶 的 . 

于 是 由 定理 1 可 知 方法 (4. 1) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 此 方法 
是 相 容 的 . 


9.4.2 绝对 稳定 性 与 绝对 稳定 域 


前 面 关 于 收敛 性 的 讨论 有 个 前 提 , 必 须 假 定数 值 方法 本 身 的 
计算 是 准确 的 . 实际 情形 并 不 是 这 样 ,差分 方程 的 求解 还 会 有 计算 
误差 ,譬如 吉 于 数字 伟人 而 引起 的 小 扰动 . 这 类 小 扰动 在 传播 过 程 
中 会 不 会 恶性 增长 ,以 至 于 “淹没 "了 差分 方程 的 “ 真 解 2 呢 ? 这 就 
是 差分 方法 的 稳定 性 问题 . 在 实际 计算 时 ,我们 希望 某 一 步 产 生 的 
扰动 值 , 在 后 面 的 计算 中 能 够 被 控制 ,甚至 是 逐步 衰减 的 . 

定义 若 一 种 数值 方法 在 节点 值 y, 上 大 小 为 8 的 扰动 ,于 
以 后 各 节点 值 (Com> 人 上 产生 的 偏差 均 不 超过 9$, 则 称 该 方法 是 
稳定 的 . 

下 面 先 以 欧 拉 法 为 例 考 察 计算 稳定 性 . 

例 4 考察 初 值 问题 

y =— 100y, 
y(0) = 1. 
其 准确 解 "(z)=e “是 一 个 按 指数 曲线 衰减 得 很 快 的 函数 ,如 
图 9-3 所 未. 
用 欧 拉 法 解 方程 y = 一 100y 得 
yl = (1 — 100h)y,. 
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若 取 产 =0. 025, 则 欧 拉 公式 
的 具体 形式 为 
一 1. 9y。 9 


Yntl 
计算 结果 列 于 表 9-4 的 第 2 
列 .我 们 看 到 , 欧 拉 方 法 的 解 
> (图 9-3 中 用 XX 号 标 出 ) 在 
准确 值 y(x,) 的 上 下 波动 , 计 
算 过 程 明显 地 不 稳定 . 但 若 取 
二 0. 005， yo 二 0. 5y, 则 计 
再 考察 后 退 的 欧 拉 方法 ， 

取 /一 0.025 时 计算 公式 为 


Ynrl 


2 
2? x 
引 
4 
3 
2 x 
1 y=y(x) 
名 
0 一 人 一 
0.025 0.050 “0.07$ 0.100 x 
-十 x 
-2 
| 
-4 
| 
图 9-3 
一 
3. 52” 


计算 结果 列 于 表 9-4 的 第 3 列 ( 图 9-3 中 标 以 、。 号 ) ,这 时 计算 过 


程 是 稳定 的 . 
表 9-4 


计算 结果 对 比 


后 退 欧 拉 方 法 


例题 表明 稳定 性 不 但 与 方法 有 关 , 也 与 步 长 h 的 大 小 有 关 ， 
然 也 与 方程 中 的 /x,y) 有 关 
检验 将 数值 方法 用 于 解 模型 方程 的 稳定 性 ,模型 方程 为 


y 一 和 7， 


.为 了 只 考察 数值 方法 本 身 . 通常 只 


1.5 0. 2857 
2. 25 0.0816 
3. 375 0. 0233 


0. 0067 


当 
只 


(4.8) 
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其 中 为 复数 ,这 个 方程 分 析 较 简单 . 对 一 般 方程 可 以 通过 局 部 线 
性 化 化 为 这 种 形式 ,例如 在 (zx,y) 的 邻 域 ,可 展开 为 
y= f(x,y) 
= f(z y+ fi TW rT ry— y+, 
略 去 高 阶 项 ,再 做 变换 即 可 得 到 ww =Au 的 形式 . 对 于 m 个 方程 的 
方程 组 ,可 线性 化 为 了 =4y, 这 里 4 为 大 Xmm 的 雅 可 比 矩 阵 


(3). 着 4 有 m 个 特征 值 ，,…,4。, 其 中 可 能 是 复数 ,所 以 ， 


为 了 使 模型 方程 结果 能 推广 到 方程 组 ,方程 (4.8) 中 4 为 复数 .为 
保证 微分 方程 本 身 的 稳定 性 ,还 应 假定 ReCA)<0. 
下 面 先 研究 欧 拉 方法 的 稳定 性 . 模型 方程 y =4y 的 欧 拉 公 
式 为 
Yntl 一 (1 十 的 )yn， (4.9) 
设 在 节点 值 y, 上 有 一 扰动 值 s,, 它 的 传播 使 节点 值 yj 产生 大 小 
为 e+ 的 扰动 值 ,假设 用 3?*” 一 和 十 er 按 欧 拉 公 式 得 出 ya+i 二 yn+l 
十 ss+i 的 计算 过 程 不 再 有 新 的 误差 , 则 扰动 值 满足 
en 一 (1 十 内)e,， 
可 见 扰动 值 满足 原来 的 差分 方程 (4. 9). 这 样 , 如 果 差 分 方程 的 解 
是 不 增长 的 , 即 有 
| yn [| y, |， 
则 它 就 是 稳定 的 . 这 一 论断 对 于 下 面 将 要 研究 的 其 他 方法 同样 
适用 . 
显然 ,为 要 保证 差分 方程 (4. 9) 的 解 是 不 增长 的 ,只 要 选取 有 
充分 小 ,使 
| 1 十 人 内 | 这 1. (4.10) 
在 4 二 1M 的 复 平面 上 ,这 是 以 (一 1,0) 为 圆心 ,1 为 半径 的 单 
位 圆 域 . 称 为 欧 拉 法 的 绝对 稳定 域 , 一 般 情形 可 由 下 面 定义 . 
定义 6 单 步 法 (4.1) 用 于 解 模型 方程 (4.8), 若 得 到 的 解 
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yn 一 巨 (AAA) ,满足 |ECh4) | 过 1, 则 称 方法 (4. 1) 是 绝对 稳定 的 . 
在 4 一 h4 的 平面 上 ,使 |E(h4) | 过 1 的 变量 围 成 的 区 域 , 称 为 绝对 
稳定 域 , 它 与 实 轴 的 交 称 为 绝对 稳定 区 间 . 

对 欧 拉 法 E(h4)= 二 1 十 碎 , 其 绝对 稳定 域 已 由 (4.10) 给 出 , 绝 
对 稳定 区 间 为 一 2 和 AAA<0, 在 例 5 中 一 一 100, 一 2 和 一 1004<0， 
即 0 过 A 过 2/100 二 0.02 为 绝对 稳定 区 间 , 例 4 中 取 贿 一 0.025 故 它 
是 不 稳定 的 , 当 取 及 =0.005 时 它 是 稳定 的 . 

对 二 阶 R-K 方法 , 解 模型 方程 (4. 1) 可 得 到 


yu = [+ 及 + 的 ]>， 
故 五 (有 ) = 1 二 内 十 作 ) 
绝对 稳定 域 直 | 1 十 内 二 | 一 1 得 到 ,于 是 可 得 绝对 稳定 区 间 


为 一 2 二 A 过 0, 即 0 和 < 于 一 2/. 类似 可 得 三 阶 及 四 阶 的 R-K 方法 
的 下 (haA) 分 别 为 


3 
ECAA) ==1+ 从 二 人吉 -+ 生 >， 


3 4 
En) = 1 十 内 十 亿 六 二 入 + . 


由 |E(hX)1<<1 可 得 到 相应 的 绝对 稳定 域 . 当 4 为 实数 时 则 得 绝对 
稳定 区 闻 . 它们 分 别 为 

三 阶 显 式 R-K 方 法: 一 2. 51<<h<0, 即 0<h< 一 2.51/4. 

四 阶 显 式 R-K 方 法 ; 一 2.78<<hA<0, 即 0<h< 一 2.78/4. 

从 以 上 讨论 可 知 显 式 的 R-K 方法 的 绝对 稳定 域 均 为 有 限 域 ， 
部 对 步 长 有 限制 如 果 刀 不 在 所 给 的 绝对 稳定 区 间 内 ,方法 就 不 


ms y 二 一 20y (0 委 z 委 1)，y(0) 一 1 ,分 别 取 岂 一 0.1 及 
Ah 一 0.2 用 经 典 的 四 阶 R-K 方法 (3. 13) 计 算 . 
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解 本 例 ) 一 一 20,AA 分 别 为 一 2 及 一 4, 前 者 在 绝对 稳定 区 
间 内 ,后 者 则 不 在 ,用 四 阶 R-K 方法 计算 其 误差 见 下 表 : 


0.17X107 


3125.0 


从 以 上 结果 看 到 ,如 果 步 长 不 满足 绝对 稳定 条 件 ,误差 增长 
很 快 . 

对 隐 式 单 步 法 ,可 以 同样 讨论 方法 的 绝对 稳定 性 ,例如 对 后 退 
欧 拉 法 ,用 它 解 模型 方程 可 得 


1 
Vntl 一 1 二 了 的 ?>”"， 
1 
1 一 内” 
由 |ECMX) 1 二 | 了 x | <1 可 得 绝对 稳定 域 为 |1 一 从 | > 1, 它 是 


以 (1,0) 为 圆心 ,1 为 半径 的 单位 圆 外 部 , 故 绝对 稳定 区 间 为 
一 co 之 hA<<0. 当 4 过 0 时 , 则 0 过 hh 之 oo0, 即 对 任何 步 长 均 为 稳 
定 的 . 

对 隐 式 梯形 法 , 它 用 于 解 模型 方程 (4. 8) 得 


故 EWM) = 


Yntl 一 


故 ECM) = 1+M/2 . 


对 Re(A)< 过 0 有 |E(N)|= 一 达 1, 故 绝对 稳定 域 为 k= 从 
1 
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的 左 半 平面 ,绝对 稳定 区 间 为 一 ce< 失 <0, 即 0<A<ce 时 梯形 法 
均 是 稳定 的 . 


9.5 线性 多 步 法 


在 逐步 推进 的 求解 过 程 中 ,计算 w+: 之 前 事实 上 已 经 求 出 了 
一 系列 的 近似 值 yo ,> ，…，>， 如 果 充 分 利用 前 面 多 步 的 信息 来 
预测 y,+1, 则 可 以 期 望 会 获得 较 高 的 精度 . 这 就 是 构造 所 谓 线性 
多 步 法 的 基本 思想 . 

构造 多 步 法 的 主要 途径 是 基于 数值 积分 方法 和 基于 泰勒 展开 
方法 ,前 者 可 直接 由 方程 (1.1) 两 端 积分 后 利用 插值 求 积 公式 得 
到 . 本 节 主 要 介绍 基于 泰勒 展开 的 构造 方法 . 


9.5.1 线性 多 步 法 的 一 般 公 式 


如 果 计 算 yn+e 时 , 除 用 .yn 一 1 的 值 , 还 用 到 yn 一 0，1，… 9 
& 一 2 的 值 , 则 称 此 方法 为 线性 多 步 法 . 一 般 的 线性 多 步 法 公式 可 
表示 为 


Yntk 一 rym th Bf 《5. 1) 
其 中 ynti 为 y 《zati) 的 近似 ,fo4; 二 (Toriy ynri) ;Zati 一 Zo 十 记 ， 
oo 有 为 常数 ,a 及 Bo 不 全 为 零 , 则 称 (5. 1) 为 线性 & 步 法 ,计算 时 
需 先 给 出 前 面 & 个 近似 值 yoy yy， yi 再 由 (5.1) 逐 次 求 出 
yaoyet1 .如果 Bi 一 0, 称 (5.1) 为 显 式 友 步 法 ,这 时 + 可 直接 
由 (5.1) 算 出 ;如 果 B 关 0, 则 (5. 1) 称 为 隐 式 & 步 法 ,求解 时 与 梯形 
法 (2.7) 相 同 ,要 用 和 友 代 法 方 可 算出 y,+4.《5,1) 中 系数 a; 及 有 ;可 
根据 方法 的 局 部 截断 误差 及 阶 确定 ,其 定义 为 : 
定义 7 设 y(z) 是 初 值 问 题 (1.1),(1.2) 的 准确 解 ,线性 多 
步 法 (5. 1) 在 zx,+* 上 的 局 部 截断 误差 为 
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T 一 工 LyCzo)3P] 


k—] 此 
= yz) 一 2)ay(Czn) 一 户 > By rm). (5.2) 
i=0 i=0 
若 Tr 二 OCh?*'), 则 称 方法 (5.1) 是 pp 阶 的 ,Pp 宇 1 则 称 方法 
(5.1) 与 方程 (1. 1) 是 相 容 的 . 
由 定义 7, 对 Ti 在 上, 处 做 泰勒 展开 ,由 于 
Ny 2 
yzs 十 讨 ) 二 yr) 十 ihy (x,) + yr,) 


(th)? wm 
十 -3 让 y( 


zx,) 十 ， 


’ . i - Ed (ih)’ VW 
y (zu 十 态 ) 一 y (zx) 十 诅 y (zr) 十 Ty (Xx) 二" 


代入 (5. 2) 得 
Tue = coy(za) + chy Cx,) + coh y xs) 
十 十 cph?y' 让 (zr) 十 *…， (5.3) 
其 中 - 
co 一 1 一 (ao 十 … 十 ai)， 
ci 一 & 一 [wa 十 2 十 十 (一 1)o 一 (十 有 十 … 十 B)， 


cy 一 二 一 (ai 十 2as 十 … 十 (kl1)a, 1] 
一 DLA 十 29 六 十 … 十 lpB] 
QQ 一 2,3，…- (5.4) 
车 在 公式 (5. 1) 中 选择 系数 a 及 8; ,使 它 满足 
Co Cl PP Cp 0， coh 天 0. 
由 定义 可 知 此 时 所 构造 的 多 步 法 是 p 阶 的 , 且 
Tage = Cpuhr yr D(x,) + OF )， (5.5) 


称 右 端 第 一 项 为 局 部 截断 误差 主 项 ,c,,, 称 为 误差 常数 . 
根据 相 容 性 定义 ,p 宇 1, 即 co 二 c= 二 0, 由 (5.4) 得 
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i, 十 2 一 上. 
故 方法 (5. 1) 与 微分 方程 (1. 1) 相 容 的 充分 必要 条 件 是 (5.6) 成 立 ， 
显然 , 当 k& 一 1 时 ,车 有一 0, 则 由 (5.6) 可 求 得 


ao =1,h=1. 


Qo 十 后 十 "十 Qi-1 二 1， 
| (5.8) 


此 时 公式 (5.1) 为 
Yi 一 .yn +hf, ?9 
即 为 欧 拉 法 . 从 (5.4) 可 求 得 c; = 二 1/2 关 0, 故 方法 为 1 阶 精度 , 且 局 
部 截断 误差 为 
Te = FRY Cz) 十 OOe)， 


这 和 第 2 节 给 出 的 定义 及 结果 是 一 致 的 . 
对 二 1, 若 有关 0, 此 时 方法 为 隐 式 公式 ,为 了 确定 系数 a6， 
by ,Bi , 可 由 co 一 ct 一 cz 一 0 解 得 ao 一 1 ,PB 一 及 一 17/2. 于 是 得 到 公式 


Vnrl 二 y， 十 2 | fn) 


即 为 梯形 法 . 由 (5.4) 可 求 得 cs 二 一 1/12, 故 p= 二 2, 所 以 梯形 法 是 
二 阶 方法 ,其 局 部 截断 误差 主 项 是 一 及 (x,)/12, 这 与 第 2 节 中 
的 讨论 也 是 一 致 的 . 

对 上 & 宇 2 的 多 步 法 公式 都 可 利用 (5.4) 确 定 系 数 a;,B, 并 由 
(5.5) 给 出 局 部 截断 误差 ,下 面 只 就 若干 常用 的 多 步 法 导出 具体 
公式 . 

9.5.2 阿 当 姆 斯 显 式 与 隐 式 公式 

考虑 形 如 


Yk Yn 十 六 > Bf (5.7) 
的 & 步 法 , 称 为 阿 当 姆 斯 (Adams) 方 法 . B= 二 0 为 显 式 方法 ,8 天 0 
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为 隐 式 方法 ,通常 称 为 阿 当 姆 斯 显 式 与 隐 式 公式 ,也 称 Adams- 
Bashforth 公式 与 Adams-Monlton 公式 . 这 类 公式 可 直接 由 方程 
(1.1) 两 端 积分 (从 ze 到 ze 积分 ) 求 得 .下 面 可 利用 (5. 4) 由 


和 一 … 一 co 一 0 推出, 对比 (5.7) 与 (5.1) 可 知 此 时 系数 一 o 一 … 
二 Qi-s 二 0， a-1 王 1, 显然 0 二 0 成立， 下 面 只 需 确定 系数 b， 
8 ，… ,Bi ， 故 可 令 ci 一 … 一 ce 一 0, 则 可 求 得 bo ,Bl ，…,B.( 若 B= 


0, 则 令 co 二 … 二 ci 二 0 来 求 得 访 ,B,…,B_1). 下 面 以 ==3 为 例 ， 
由 二 cz 二 cs 二 0 二 0, 根 据 (5.4) 得 
妨 十 人 Bl 十 记 十 局 二 1， 
2(B 十 2B 十 3B) 二 5， 
3(B + 4p 9B) = 19， 
4(8 二 8B 十 278;) = 65， 
半岛 二 0, 则 由 前 三 个 方程 解 得 


5 16 23 
= Bb 一 15， 户 一 让 ， 
得 到 &=3 的 阿 当 姆 斯 显 式 公 式 是 
yrs = yn 十 区 (23 记 。 二 16 六 十 5F). (5.8) 
由 (5. 4) 求 得 c, 王 3/8, 所 以 (5. 8) 是 三 阶 方法 ,局 部 截断 误差 是 


工 ， = BA yD (zu) 4 OC ). 


若 局 取 0, 则 可 解 得 
1 5 = 3 
B= BT- R=-24 B= 


于 是 得 & 二 3 的 阿 当 姆 斯 隐 式 公式 为 
yas 一 oo 十 邯 C97 十 197s —5fon+f), (5.9) 
它 是 四 阶 方法 ,局 部 截断 误差 是 


19 )5 (5) 6 
Ts 二 7207 yy” (zi) + OOF ). (5. 10) 
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用 类 似 的 方法 可 求 得 阿 当 姆 斯 显 式 方 法 和 隐 式 方法 的 公式 ， 
表 9-5 及 表 9-6 分 别 列 出 了 上 = 二 1,2,3,4 时 的 阿 当 姆 斯 显 式 公 式 
与 阿 当 姆 斯 隐 式 公式 ,其 中 由 为 步 数 , 户 为 方法 的 阶 ,cs+: 为 误差 
常数 . 


表 9-5 阿 当 姆 斯 显 式 公式 


1 
1 1 Yrt1 = Yn hf 了 
h 5 
2 2 Vnt+2 yn+1l | 2 (3fut+1 万) 12 
h 3 
3 3 3o43 二 n+ 十 10402312 一 167 tSfs) 8 
4 4 一 + 上 L055 一 59f442 十 37 fn411 一 9f;) 251 
yn+4 一 .yn+3 24 fut3 #2 n+1 n 720 
OO 
表 9-6 阿 当 姆 斯 隐 式 公式 
一 一 一 
k p 公 式 . Cp+1 
1|2 一 十 生 C 十 广 ) -点 
Jan+1 一 yn 2 7 二 1 n 12 
2 | 3 yt pt8fn ff) 一 二 
yn+2 一 yn+1 12 nt+2 | n 24 
3 | 4 | y=y4t ft19f4 -5f ttf) 一 2 
nt+3 一 .yn 十 2 24 mm 十 3 二 2 nm 十 1 a 720 
h 
rtt = Yrt3 tt F201 frr4 t 646 fu+s 264 fr+2 .3 
4 5 一 二 天 
160 
十 106 f+1 一 19f,) 


例 6 用 四 阶 阿 当 姆 斯 显 式 和 隐 式 方法 解 初 值 问题 
y = 一 y 十 xX 十]， y(0) = 1. 
取 步 长 h=0. 1. 


解 ” 本 题 f= 二 一 y 十 zi 十 1, xz; 二 nh 二 0., 1n. 从 四 阶 阿 当 姆 斯 
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显 式 公式 得 到 


yo 二 or 十 秃 (5 一 59 fw 十 37fim 一 9f,) 


= 地 (18. 5y 十 59y — 3.7 yu + 0. 9y, 


十 0.24n 十 3.24). 
对 于 四 阶 阿 当 姆 斯 隐 式 公式 得 到 


y= yo 十 匣 (9fors 十 19f52 一 5 十 态 ) 


一 元 (0. 9 yrs 十 22， 1 yn 十 0， Dyntl —0, ly 十 0. 24n 十 3). 


由 此 可 直接 解 出 w+*s 而 不 用 迭代 ,得 到 


oa = F7522. lym 十 0.5yr — 0.1y, + 0.24n + 3). 


计算 结果 见 表 9-7, 其 中 显 式 方法 中 的 yo ,yi ,yy 及 隐 式 方法 中 
的 yo ,yi ,yz 均 用 准确 解 y(z) 一 e “十 工 计算 得 到 ,对 一 般 方程 ,可 
用 四 阶 R-K 方法 计算 初始 近似 . 


. 表 9-7 计算 结果 
精确 解 y(z,) 阿 当 姆 斯 显 式 方法 阿 当 姆 斯 隐 式 方法 
“| =em rz, yn |yCz)— ya| | Yn |y(xn)— ,| 
0. 3|1.040 818 22| — 1.040 818 01| 2.1X10- 
0.4|1.070 320 05|1.070 322 92| 2.87X10-5 |1.070 319 66| 3.9X10” 
0.5|1. 106 530 66|1.106 535 48| 4.82X10-* |1. 106 530 14| 5.2X10-” 
0.611.148 811 64|1.148 818 41| 6.77xX10° |1.148 811 01| 6.3X1077? 
0.7|1.196 585 30|1. 196 593 40| 8. 10X107° |1.196 584 59| 7.1X10- 
0.8|1, 249 328 96|1.249 338 16| 9.20X10™ |1.249 328 19| 7,7X10 
0.911. 306 569 66|1.306 579 62| 9.96X 107 |1.306 568 84| 8.,2X107’ 
1.0|1.367 879 44|1.367 889 96| 1.05X107° |1.367 878 59| 8.5xX 1077 
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从 以 上 例子 看 到 同 阶 的 阿 当 姆 斯 方法 , 隐 式 方法 要 比 显 式 方 
法 误差 小 , 这 可 以 从 两 种 方法 的 局 部 截断 误差 主 项 
coriperon(z 的 系数 大 小 得 到 解释 ,这 里 co 分 别 为 
251/720 及 一 19/720. 


9. 5.3 米尔 尼 方 法 与 辛普森 方法 


考虑 与 (5.7) 不 同 的 男 一 个 k=4 的 显 式 公式 
Ynis = Ya heB frrst Bfrrs tt Pfrit hfr), 
其 中 B,B ,B ,Bs 为 待定 常数 ,可 根据 使 公式 的 阶 尽 可 能 高 这 一 条 
件 来 确定 其 数值 . 由 (5.4) 可 知 co=0, 再 令 c 一 c: 一 cs 一 ce 一 0 
得 到 


Bb 十 十 应 十 局 一 4， 
2(8 十 28 十 38) = 16， 
3(P8 十 48 十 9B;) 一 64， 
4(B 十 82 十 27p ) = 256. 


解 此 方程 组 得 
8 6p- 48 一 8 68 一 
应 一 了， = 3 8 一 了 ,局 一 0 
于 是 得 到 四 步 显 式 公式 
Yantra 一 十 各 (2A 一 fo 十 2fun)， 《5. 11) 


称 为 米尔 尼 (Milne) 方 法 .由 于 cs 二 14/45, 故 方法 为 4 阶 ,其 局 部 
截断 误差 为 
T,, 一 IEA (22) + Os). (5. 12) 
米尔 尼 方 法 也 可 以 通过 方程 (1. 1) 两 端 积分 
yx) 一 yCzn) = fy) dr 


得 到 . 若 将 方程 (1. 1) 从 Tn 到 nt2 职 分 ,可 得 
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yz ) 一 y(CZzr) 一 [frye Vaz. 
右 端 积分 通过 辛普森 求 积 公式 就 有 


yz = y, 十 号 ( 记 二 4 + fia). (5. 13) 
称 为 辛普森 方法 . 它 是 隐 式 二 步 四 阶 方法 ,其 局 部 截断 误差 为 
Ta 一 一 By Cz,) 十 O(CAs ). (5.14) 


9.5.4 汉 阴 方法 


辛普森 公式 是 二 步 方法 中 阶 数 最 高 的 ,但 它 的 稳定 性 较 差 ,为 
了 改善 稳定 性 ,我们 考察 另 一 类 三 步 法 公式 
Ynrts = on Ol Yat 二 Q2 yntz + hCB fa 十 及 十 Bfrs)， 

其 中 系数 ,ao 及 及 ,及 ,8 为 常数 ,如 果 希 望 导出 的 公式 是 四 
阶 的 , 则 系数 中 至 少 有 一 个 自由 参数 . 若 取 a 一 1, 则 可 得 到 辛 普 
森 公 式 , 若 取 w 一 0, 仍 利用 泰勒 展开 ,由 (5.4), 令 co 一 一 cs 一 6 
二 a 二 0, 则 可 得 到 

a 二 Qs 二 1， 

2a 十 Bi 十 记 十 B 二 3， 

4as 十 2(8 十 2B 十 3p;) 一 9， 

8a 十 3(8 十 48 十 98) = 27， 

16a; 十 4(8 十 88 十 27B,) 一 81. 


解 此 方程 组 得 
-1 -3 3 6 3 
ao 一 8 2 8 B 8° pb 8 Bs 8° 
于 是 有 


1 : 
.Yi 一 8 (9 yi yn) | fs 十 2 fs 一 所)， 《5. 15) 


称 为 汉 肯 (Hamming) 方 法 . 由 于 ;二 一 1/40, 邦 方法 是 四 阶 的 ,是 
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局 部 截断 误差 为 
Ts 一 一 Sy Cr) 十 OO )， (5. 16) 


9. $5.5 预测 -校正 方法 


对 于 隐 式 的 线性 多 步 法 ,计算 时 要 进行 迭代 ,计算 量 较 大 . 为 
了 避免 进行 迭代 ,通常 采用 显 式 公式 给 出 y,14 的 一 个 初始 近似 , 记 
为 y2 称 为 预测 (predictor) ,接着 计算 六 的 值 Cevaluation) ,再 
用 隐 式 公式 计算 yi, 称 为 校正 (corrector). 例如 在 (2. 13) 中 用 欧 
拉 法 做 预测 ,再 用 梯形 法 校正 ,得 到 改进 欧 拉 法 , 它 就 是 一 个 二 阶 
预测 -校正 方法 . 一 般 情 况 下 ,预测 公式 与 校正 公式 都 取 同 阶 的 显 
式 方法 与 隐 式 方法 相 匹配 . 例如 用 四 阶 的 阿 当 姆 斯 显 式 方法 做 预 
测 ,再 用 四 阶 阿 当 姆 斯 隐 式 公式 做 校正 ,得 到 以 下 格式 : 


预测 P; yt 一 yss 十 药 (55f5+ 一 59f44s 十 37f ,+1 一 9f1)， 
求 值 EE, ft = f(z) yr4), 

h, 
校正 C: yn+4 一 yn+3 T3499 for 二 19f.43—5fa4s 二 f+41)， 


求 值 E: frts—= fra » Vat ) 
此 公式 称 为 阿 当 姆 斯 四 阶 预测 -校正 格式 (PECE). 
依据 四 阶 阿 当 姆 斯 公式 的 截断 误差 ,对 于 PECE 的 预测 步 
P 有 


EA 
对 校正 步 C 有 

(ze 一 or DD yr) 
两 式 相 减 得 


- - 2 
yD (en) ~ yh 一 or 


9.5 线性 多 步 法 *， 369 。 


于 是 有 下 列 事后 误差 估计 


251 
YI Tat ) — YP F70 24 — yn), 


y Tr) Yr 入 dye 一 Ynt )。 
容易 看 出 
2 = Cy) 
_ 19 《5. 17) 
Yrs 二 Yn 一 27643o 一 yt ). 
比 Yar4 ,ya+4 更 好 . 但 在 Yes 的 表达 式 中 yn 十 4 是 未 知 的 ， 因此 计算 
时 用 上 一 | 种 修正 预测 -校正 格式 (PMECME) : 


卫 : yr4 一 Ynts tT 37 (55 fo+3— 59 furz37 fri1—9f,), 


M.: ys = yf 十 yr Yhra )， 
E: fir 一 zt 232) ? 
C; Yat4 一 yrs 十 药 (9 st 19fnr3—5fntzt frti), 


M. yrs 一 yp+4 yr — ytra) 9 


E: fra 一 zs+ » yn+4) 
注意 :在 PMECME 格式 中 已 将 (5.17) 的 y-+4 及 yo 分 别 改 
为 ya 及 yn+4， 
利用 米尔 尼 公 式 (5. 11) 和 汉 明 公式 (5.15) 相 匹配 ,并 利用 截 
断 误 差 人 5. 12) ,《5.16) 改 进 计算 结果 ,可 类 似 地 建立 四 阶 修正 米尔 
尼 - 汉 了 明 预测 -校正 格式 (PMECME) : 


卫 : yera = + hf — far +2fu+1 )， 


112 
M.: yt = yhrs ott+s — yr3), 
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E: PP 一 (za A 9 


C: Y= 证 (9ywts 一 Ynt1) 十 吝 Sp( fe 2f,+s™— fnts), 


M: yrs = ya DT Cn ys+4), 


E; 一 Zr ， yn+4)。 
例 7 将 例 6 的 初 值 问题 用 修正 的 米尔 尼 - 汉 明 预 测 -校正 公 
式 计 算 .5 及 .6 , 初 值 Jo VI» V2 ,Ys 仍 用 已 算出 的 精确 解 , 即 Jo 一 
1 2 一 1.004837 42, yz 一 1.018 730 75,y; 二 1.040 818 22 ,给 出 
计算 结果 及 误差 . 
解 ”根据 修正 的 米尔 尼 - 汉 明 预 测 -校正 公式 可 得 
六 一 1.106 532 99， 


x "= WT X (4) = 1.106 530 364. 
( 注 : yf 二 1. 070 322 60,yi= 二 1. 070 319 66) 
fxs ys") 一 一 天 ”十 zs 十 1 一 0.393 469 636， 


1 。 
= X90) + XE yg") + 2 — fs] 
= 1.106 530 419 ， 
vy 9 cy) ， 
w= XW) = 1.106 530 613 
太一 一 站 十 2 十 1 一 0.393 469 39， 
= 二 Xf fi +2 ) = 1.148 813 73， 


112 
121 


fl"=—— yf" +zxe tl = 0.451 188 65， 


"= YX (yi — y= 1.148 811 35， 


%= 主 X 9% 一 %) 二 + XG" 二 2 一 所 ) = 1.148 811 44， 
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y= 尖 — 917X (ys — yt) = 1.148 811 61. 


误差 
| yl(xs) 一 外 |= 4.97 x 10 ， | y (X06) — ye 一 2.61 X 10 环 . 


从 结果 看 ,此 方法 的 误差 比 四 阶 阿 当 姆 斯 隐 式 法 和 四 阶 汉 上 明 方 法 
小 ,这 与 理论 分 析 一 致 . 


9. 5.6 构造 多 步 法 公式 的 注 记 和 例 


前 面 已 指出 构造 多 步 法 公式 有 基于 数值 积分 和 泰勒 展开 两 种 
途径 ,只 对 能 将 微分 方程 (1. 1) 转 化 为 等 价 的 积分 方程 的 情形 方 可 
利用 数值 积分 方法 建立 多 步 法 公式 , 它 是 有 局 限 性 的 . 即 前 种 途径 
只 对 部 分 方法 适用 . 而 用 泰勒 展开 则 可 构造 任意 多 步 法 公式 ,其 做 
法 是 根据 多 步 法 公式 的 形式 ,直接 在 x 处 做 泰勒 展开 即 可 . 不 必 
套用 系数 公式 (5. 4) 确 定 多 步 法 (5, 1) 的 系数 w 及 B;(i==0,1,…， 
&) ,因为 多 步 法 公式 不 一 定 如 (5. 1) 的 形式 . 另外 ,套用 公式 容易 记 
错 . 具体 做 法 见 下 面 例 子 . 

例 8 解 初 值 问题 y = f(z,y),y(zo) 一 yo. 用 显 式 二 步 法 
Vrt+1 — Co yn 十 aa yw 1 +h(bf, +B fri )， 其 中 fs 一 (CT > yn ) ， 
太一 zi). 试 确定 参数 aa pp 使 方法 阶 数 尽 可 能 
高 ,并 求 局 部 截断 误差 . 

解 本题 仍 根据 局 部 截断 误差 定义 ,用 泰勒 展开 确定 参数 满 
足 的 方程 . 由 于 

Tri 一 yz 十 /一 aoy(Czn) 一 ay(Cz — h) 
一 AL Cr) +By Cr —h)] 


# hs HF hs 8 
= yz) hy (zr,) 十 误 》 (zn) + a1y (x ) 


十 全 3 (zx) + Os ) — ao yx,) 


| / h: 7 
一 ay(Czo) 一 jy (zn) 十 万 3 (xn) 
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全 y "Cn) + 和 YC) + OO ) ] 
A za) — Phly (x) — hy’ (zs) 
十 和 Sy “oz 一 条 (ms ) + On) | 
一 人 一 oo 一 a)y(Cz) 十 (1 十 ai 一 及 一 由)Py (xr) 
1_1 2 1 1 工 9 Vs 
+ (3 方 oa 十 局 ) 姑 yz) 十 ( 言 十 言 m 28 六 
.~ 1 _l1 1 4 (4) 5 
y (zw) 十 (去 No 十 SA) yeo(z) + Os) 


为 求 参 数 Qo >Q1 ,Bo ,B 使 方法 阶 数 尽量 高 ,可 令 
1 一 mm 一 一 0，1 二 oa 一 有 一 有 一 0， 


即 得 方程 组 
ao 十 ai 一 1， 
一 aa 十 局 十 局 一 1， 
oa 一 2 一 1， 
一 aa 十 38 = 1. 


解 得 co = 二 4,g 二 5, 届 二 4,B 二 2, 此 时 公式 为 三 阶 , 而 且 
Ti = Ey (zs) + OChs) 
即 为 所 求 局 部 截断 误差 .而 所 得 二 步 法 为 
Yntl —=— 4y; 二 Syr1 十 2h(2f, 十 f1). 
例 9 证 明 存 在 a 的 一 个 值 ,使 线性 多 步 法 
yo + alys — ya) — yas = 3th + f.) 
是 四 阶 的 . 


证 明 只 要 证 明 局 部 截断 误差 Ti 一 OC), 则 方法 为 四 阶 . 
仍 用 泰勒 展开 ,由 于 
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T= yrs th) + aly Cr) — yr — hk) — yx, — 2h) 


| 


一 BF hy Cx) + y (za —h)] 
= yx) hy (zx,) 十 于 Sz,) We “(xn) 十 和 所 yo (zn) 


十 DG) 一 中 py Cx) 十 在 $y (Cx) 一 


(xT, ) 


yy 
十 所 yo (zn) 十 Od) | | > — 2hy’ (x,) 


2 mw 27) 
十 0 (2h) 


4 
Ye) 一 y+ 


yx) + O0) | 
h 了 i Ld hi’ EL 

-3+o|y C2) + yz) hy’(z) + Cz,) 

和 2 (zx,) 十 oo) | 

1 


一 a 一 2 


= [1 a2 一 (3 十 oJhy'(z,) 十 [去 一 2 


1 sy 1 1。 4 
十 3+o) hy Cz) + | 十 车 十 


一 地 3 二 |Ga) 十 [高 一 识 * 一 子 十 二 3 二 中] 
x yD Ces) + Os) 
= (3 “zw) 十 土 (一 9 十 四 且 yeoCz) + Os) 
4 12 /> ‘Yr To4 了 : 
当 a=9 时 ,T 二 Oh ), 故 方法 是 四 阶 的 . 


9.6 方程 组 和 高 阶 方程 


9.6.1 一 阶 方程 组 
前 面 我 们 研究 了 单个 方程 y 一 了 的 数值 解法 ,只 要 把 和 上 
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理解 为 向 量 ,那么 ,所 提供 的 各 种 计算 公式 即 可 应 用 到 一 阶 方程 组 
的 情形 . 
考察 一 阶 方程 组 
yi 一 JCznyyyN) GE 一 1 2 N) 
的 初 值 问 题 ,初始 条 件 给 为 
yi(zo) 一 多 (i = 1,2,.…,N). 
若 采 用 向 量 的 记号 , 记 
三 (yy ，… VN) 
y= (Ny, Yh) , 
f= (fi,fes", fn). 
则 上 述 方程 组 的 初 值 问题 可 表示 为 
y = fz,y), 
yl(xo) 一 yo. 
求解 这 一 初 值 问题 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 为 


yr 一 十 对 十 2ks 十 2ks 十 ke4)， 


6.1) 


式 中 

ki = zyyn)， 

kh 一 了 (> 十 去 水 十 到 )， 

h h 

ks 二 f(z 十 台 ' 关 十 也 可】， 

ks = zu h, yt hks). 
或 表示 为 

Viontl 一 Yin 十 (Ka 十 2Kw 二 2Ka + Ka) 
(1 一 1,2,.",N), 

其 中 


Ka 一 filr, 9 Vln? V2n 9 "" 9 YNn )， 
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h 
Ki 一 六 (mm 十 多 yy 十 SK s Vn 十 Ka 3°"" Nm 十 sRKm ) 9 


K;= ff: (zx, 十 全， 十 全 Ku ， Von 十 SK 9 9 YNn 十 全 Km 


Ka= 广 Cz tT hy yt RK ,Yan TT RK2 3yN + hK ns). 
这 里 ys 是 第 i 个 因 变 量 yw (z) 在 节点 xz; 二 zo 十 nh 的 近似 值 ， 
为 了 帮助 理解 这 一 公式 的 计算 过 程 ,我 们 再 考察 两 个 方程 的 

特殊 情形 : 
y = FCzyyyz)， 
z = g(xyy,2), 
yzo) = yos 
ZXo) 一 20， 

这 时 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 具有 形式 

ya = ys K 十 2Ks +2Ks+ Ke), 


六 (6. 2) 
Zntl 一 “十 如 十 2L; 十 2L; 十 工 )， 
其 中 
Ki 一 7Czyyeyzo)， 
K, 一 f(z 十 久 ,yr 十 名 Kis2 + )， 
Ks = f(z 十 各, 十 名 Kasm 二 名:)， 
K, = (xz h,ys 十 P 攻 zx， 十 hhL3)， 上 (6 3) 


Li 一 glx) Yn Zr), 
h 
L, 一 (二 十 二 ,六 十 全 Ka 十 寺 Li)， 


hh 
Ls 一 g( 世 十 到 ,2 十 孝 Ks ,十 冯 L 


L, = SCz hy thK;,z, + hLs). 
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这 是 一 步 法 ,利用 节点 zx, 上 的 值 y; ,xz,, 由 (6.3) 式 顺序 计算 
天， ,Li ,KL, Ks ,Ls, KL 后 代入 (6.2) 式 即 可 求 得 节点 
Za+l 上 的 Nnt1l ?ntl 


9.6.2 化 离 阶 方程 为 一 阶 方程 组 


关于 高 阶 微分 方程 (或 方程 组 ) 的 初 值 问题 ,原则 上 总 可 以 归 
结 为 一 阶 方程 组 来 求解 . 例如 ,考察 下 列 m 阶 微分 方程 
y™ = fry yy ), (6. 4) 
初始 条 件 为 
YT0) = Yory (Xo) = yo yr) = yo, (6.5) | 
只 要 引进 新 的 变量 
N= yy = ys Yn oy" , 
即 可 将 mx 阶 方程 (6. 4) 化 为 如 下 的 一 阶 方程 组 : 


yl 一 yz， 

y 。 二 y3， 

ee (6.6) 
y = yo， 


yn 一 f(x yy32 3)。 
初始 条 件 (6. 5) 则 相应 地 化 为 
yzo) 一 yy(z) = Yor yalTo) = yD, (6.7) 
不 难 证 明 初 值 问 题 (6.4),(6.5) 和 (6.6),(6.7) 是 彼此 等 
价 的 . 
特别 地 ,对 于 下 列 二 阶 方程 的 初 值 问 题 : 
y= fry,y), 
| 一 加， 
y (x0) = yo. 


引进 新 的 变量 == > , 即 可 化 为 下 列 一 阶 方程 组 的 初 值 问题 
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y 一 之 

z = f(r,y,2), 
yzZo) = yo， 
z(Zo) = yo. 


针对 这 个 问题 应 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 (6. 2) ,有 
yo = 十 各 (KR 十 2Ks +2K; + K,), 


zn 一 局 十 在 (Li 十 2L 十 2L: + Li). 
由 (6. 3) 式 可 得 
Ki] 一 z,， Li = f(x, Yr Tn); 


有 h hh 有 h h 
Ka = z+ FL = f( 二 十 训 ' 加 十 对 Kisr 十 名 1 ); 


到 :一 zn 十 全 'L; 一 f(z 十 银 1 十 名 Kass 十 分 [2) 
K, 一 之 n 十 hLs ,La 一 jz ch, yt hK;s ,zn 十 hL,). 
如 果 消 去 Ki ,K;,K; ,Ks, 则 上 述 格式 可 表示 为 
2 
Yatl = Yn 十 en 十 乞 (CD 二 +L; 十 工 ; )， 


Zo = 十 二 (Di + 2L: + 2Ls + L). 
这 里 
Li 一 f(x Yrs Za), 


Lo = f(z 十 分 ,yr 十 各. 十 久 L)， 


h 


h 2 
L; = f(z, 十 名 ,yi 十 如 + 全 + 名 LL) 


h? 
Ls = f(z, 十 on 十 hzn 十 守 Lzs 2 + 氏 ,). 
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9.6.3 刚性 方程 组 


在 求解 方程 组 (6. 1) 时 ,经 常 出 现 解 的 分 量 数量 级 差别 很 大 的 
情形 ,这 给 数值 求解 带 来 很 大 困难 ,这 种 问题 称 为 刚性 (stiff) 问 
题 , 在 化 学 反应 、 电 子 网 络 和 自动 控制 等 领域 中 都 是 常见 的 , 先 考 
察 以 下 例子 . 

给 定 系统 

u’ =— 1000. 25u 十 999.75zm 十 0.5， 
vy = 999.75v 一 1000.25w 十 0.5， 


0) 二 (6.8) 
v(0) =— 1. 
它 可 用 解析 方法 求 出 准确 解 ,方程 右 端 系 数 和 矩阵 
一 1000.25 999.75 
本 999.75 一 1000. 25) 


的 特征 值 为 丸 二 一 0.5, Xs 二 一 2000, 方 程 的 准确 解 为 

ult) 一 、 e 9.5 十 e-2000: 十 1， 

人 一 e 9.5 _. ee 一 2000t 十 1 . 
当 too 时 ,ul?) 王 1,v(1) 一 1 称 为 稳 态 解 ,u,v 中 均 含 有 快 变 分 量 
e ”及 慢 变 分 量 e* .对 应 于 的 快速 衰减 的 分 量 在 1 二 0. 005 
秒 时 已 衰减 到 e "0, 称 -00-0 0005 为 时 间 常 数 . 
当 1 二 107ts 时 快 变 分 量 即 可 被 忽略 ,而 对 应 于 的 慢 变 分 量 , 它 的 
时 间 常 数 志 一 一 庆 一 05 一 2, 它 要 计算 到 :一 107, 一 20 时 ,才能 训 


减 到 e "0, 也 就 是 说 解 x,v 必须 计算 到 上 一 20 才能 达到 稳 态 
解 . 它 表 明 方 程 (6. 8) 的 解 分 量变 化 速度 相差 很 大 ,是 一 个 刚性 方 
程 组 . 如 果 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 . 步 长 选取 要 满足 h 二 一 2. 78/ 
4, 即 << 一 2.78/4, 一 0. 00139 ,才能 使 计算 稳定 . 而 要 计算 到 稳 态 
解 至 少 需要 算 到 :一 20, 则 需 计 算 14 388 步 . 这 种 用 小 步 长 计算 长 
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区 间 的 现象 是 刚性 方程 数值 求解 出 现 的 困难 , 它 是 系统 本 身 病态 
性 质 引 起 的 . 
对 一 般 的 线性 系统 


宁 一 Ay(t) + g(t), (6.9) 


其 中 y= (yi ,1 YN) ER ,gS= (gl SN DT ERN ,AGERNN. 若 
4 的 特征 值 4; 二 a 十 jp;(j 二 1,…,N,i==V 一 1) 相 应 的 特征 向 量 为 
2i 07 一 1，…N) , 则 方程 组 (6. 9) 的 通 解 为 


N 
yD) = > ce + wt), (6. 10》 


其 中 c 为 任意 常数 ,可 由 初始 条 件 y(a) 一 y 确定 ,Wz) 为 特 解 . 

假定 4; 的 实 部 aj 二 Rel;) 二 0, 则 当 t>coo 时 ,y(2) 一 WwW(7)， 
WwW(7) 为 稳 态 解 . 

定义 8 若 线性 系统 (6.9) 中 4 的 特征 值 4; 满足 条 件 Re ) 
<04 一 1,，……N), 且 

:一 max, | ReC2,) | / min, | ReC4;) | 污 1， 

则 称 系统 (6.9) 为 刚性 方程 , 称 ;为 刚性 比 . 

刚性 比 ; 污 1 时 ,4 为 病态 矩阵 , 故 刚性 方程 也 称病 态 方程 . 通 
常 ; 宇 10 就 认为 是 刚性 的 . * 越 大 病态 越 严 重 . 方程 (6. 8) 的 刚性 
比 s 一 4000, 故 它 是 刚性 的 . 

对 一 般 非 线性 方程 组 (6. 1) ,可 类 似 定义 8, 将 了 在 点 (t,y(1)) 


处 线性 展开 , 记 1W -ae Rwxw ,假定 J 了 (7) 的 特征 值 为 4;(2),j 二 


1,…,NN, 于 是 由 定义 8 可 知 , 当 4;(z) 满 足 条 件 Re(CAi (2))<0 (= 
1，……N), 且 


s(1) = max | ReCA (1)) | / min | ReCu (2)) | 六 1， 
1<jSN 1<j<N 


则 称 系统 (6. 1) 是 刚性 的 ,s(z) 称 为 方程 (6. 1) 的 局 部 刚性 比 . 
求 刚 性 方程 数值 解 时 , 若 用 步 长 受 限 制 的 方法 就 将 出 现 小 步 
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长 计算 大 区 间 的 问题 ,因此 最 好 使 用 对 步 长 & 不 加 限制 的 方法 ,如 
前 面 已 介绍 的 欧 拉 后 退 法 及 梯形 法 , 即 A- 稳 定 的 方法 ,所 谓 A- 稳 
定 就 是 指数 值 方 法 的 绝对 稳定 域 包含 了 /二 以 平 面 的 左 半 平 面 . 
这 种 方法 当然 对 步 长 h 没有 限制 ,但 A- 稳 定 方法 要 求 太 苛刻 ， 
Dahlquist 已 证 明 所 有 显 式 方法 都 不 是 A- 稳 定 的 ,而 隐 式 的 A- 稳 
定 多 步 法 阶 数 最 高 为 2, 且 以 梯形 法 误差 常数 为 最 小 . 这 就 表明 本 
章 所 介绍 的 方法 中 能 用 于 解 刚性 方程 的 方法 很 少 . 通常 求解 刚性 
方程 的 高 阶 线性 多 步 法 是 吉尔 (Gear) 方 法 ,还 有 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 
〈 见 文献 L21]) ,这 些 方法 都 有 现成 的 数学 软件 可 供 使 用 . 本 书 不 再 
介绍 . 


评注 


本 章 研究 求解 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 方法 . 构造 数值 方 
法 主要 有 两 条 途径 :基于 数值 积分 的 构造 方法 和 基于 泰勒 展开 的 
构造 方法 . 后 一 种 方法 更 灵活 ,也 更 具有 一 般 性 . 泰勒 展开 方法 还 
有 一 个 优点 , 它 在 构造 差分 公式 的 同时 可 以 得 到 关于 截断 误差 的 
估计 . 

基于 泰勒 展开 构造 出 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ( 见 3. 3 节 ) 则 是 
计算 机 上 的 常用 算法 . 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 优点 是 精度 高 ,程序 
简单 ,计算 过 程 稳定 ,并 且 易 于 调节 步 长 ， 

四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 也 有 不 足 之 处 : 它 要 求 函数 f(z,y) 具 有 
较 高 的 光滑 性 . 如 果 f(x,y) 的 光滑 性 差 ,那么 , 它 的 精度 可 能 还 不 
如 欧 拉 公式 (2. 1 节 ) 或 改进 的 欧 拉 公 式 (2.4 节 ). 

四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 另 一 个 缺点 是 计算 量 比较 大 ,需要 耗 
费 较 多 的 机 器 时 间 ( 每 一 步 需 四 次 计算 函数 f(x,y) 的 值 ). 相 比 之 
下 , 汉 明 方法 (5.4 节 ) 可 以 节省 计算 量 ( 每 一 步 只 需 两 次 计算 函数 
f(zx,y) 的 值 ). 但 汉 明 方法 是 一 种 四 步 法 , 它 不 是 自 开 始 的 ,需要 
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借助 于 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 提供 开始 值 

对 数值 方法 的 分 析 还 涉及 到 局 部 截断 误差 ,整体 误差 ,收敛 
性 , 相 容 性 及 稳定 性 等 概念 ,特别 是 有 关 绝 对 稳定 性 的 讨论 , 它 涉 
及 计算 时 步 长 的 选取 ,如 步 长 选 得 不 合适 , 舍 入 误差 恶性 增长 , 结 
果 完 全 错误 . 本 章 只 对 单 步 法 的 收敛 性 和 稳定 性 做 了 讨论 . 对 多 步 
法 的 有 关 理 论 没有 涉及 ,读者 可 参阅 文献 [2] 及 [21j. 

刚性 方程 组 是 具有 重要 应 用 价值 的 问题 , 它 的 理论 和 解法 很 
多 ,并且 还 在 进一步 发 展 ,详细 介绍 可 参阅 文献 [21] 和 [22]. 


习 题 


1. 用 欧 拉 法 解 初 值 问题 
y = zx: 二 +100y,y(0) 一 0. 
取 步 长 一 0.1, 计 算 到 z 一 0. 3( 保 留 到 小 数 点 后 4 位 ). 
2. 用 改进 欧 拉 法 和 梯形 法 解 初 值 问题 
y=x 十 工 一 yy(0) 一 0. 
取 步 长 h=0.1, 计 算 到 z=0.5, 并 与 准确 解 y= 一 一 e* 十 袜 一 z 十 1 相 比 较 . 
3. 用 梯形 方法 解 初 值 问题 
y 十 yy 二 0， 
2 一 1. 
证 明 其 近似 解 为 
» = (2 人 ) ， 
并 证 明 当 h->0 时 , 它 收敛 于 原初 值 问 题 的 准确 解 y* 一 e 
4. 利用 欧 拉 方法 计算 积分 
上 dt 


在 点 并 一 0.5,1,1.5,2 的 近似 值 . 
5. 取 AP 一 0.2, 用 四 阶 经 典 的 龙 格 - 库 增 方 法 求解 下 列 初 值 问题 
1 y 二 Xx 十 y， 0<<z<<1i; 
y(0)=1; 
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y=3y/(l+z), 0<Zzx<1; 
y(0)=1., 
6. 证 明 对 任意 参数 ,下列 龙 格 - 库 塔 公式 是 二 阶 的 ， 


2) 


ya 十 去 (CR + Ks), 


天 = f(x ,1), 
一 f(x 十 雪 ,yn 十 夫 K1)， 
= f(z (1— Dh,yrt (1 — DhK). 
7. 证 明 中 点 公式 (3. 10) 是 二 阶 的 ,并 求 其 绝对 稳定 区 间 . 
8. 对 于 初 值 问题 
y =—100(y— zx)+27x, y(0) = 1. 
(1) 用 欧 拉 法 求解 , 步 长 六 取 什 么 范围 的 值 ， 才能 使 计算 稳定 . 
(2) 车 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 计算 , 步 长 h 如 何 选取 ? 
(3) 若 用 梯形 公式 计算 , 步 长 h 有 无 限制 ， 
9. 分 别 用 二 阶 显 式 阿 当 姆 斯 方法 和 二 阶 隐 式 阿 当 姆 斯 方法 解 下 列 初 值 
问题 ， 
多 一 1 一 yy(0) 一 0. 
取 ) 一 0. 2,y% 一 0,y 一 0.181 ,计算 >(1.0) 并 与 准确 解 > 一 1 一 e 相 比较 . 
10. 证 明 解 y = f(x,y) 的 下 列 差分 公式 


nfl 一 六 (> 十 yl) 十 yon — yn 二 3y m1) 


是 二 阶 的 ,并 求 出 截断 误差 的 主 项 . 
11. 试 证 明 线 性 二 步 法 


y+ (6— Dy — by, = [G+ 3) frm + (35+ 1)f,] 
当 0 天 一 1 时 方法 为 二 阶 , 当 5 二 一 1 时 方法 为 三 阶 . 
12. 求 方程 
=~ 10u+t 9v, 
vy = 10u— llwv. 
的 刚性 比 ,用 四 阶 R-K 方法 求解 时 ,最 大 步 长 能 取 多 少 ? 


计算 实习 题 


要 求 : 

(1) 用 Matlab 语言 或 你 熟悉 的 其 他 算法 语言 编程 序 , 使 之 尽 
量具 有 通用 人 性， 

(2) 上 机 前 充分 准备 ,复习 有 关 算 法 , 写 出 计算 步骤 ,反复 查 
对 程序 . 

(3) 完成 计算 后 写 出 实验 报告 ,内 容 包 括 : 计 算 机 型 号 及 所 用 
算法 语言 ,CPU 时 间 ,算法 步骤 叙述 ,变量 说 明 ,程序 清单 ,输出 计 
算 结果 ,结果 分 析 和 小 结 等 . 

(4) 根据 教师 要 求 选 做 下 列 计算 实习 题 中 的 3 一 5 个 题目 . 

1. 用 三 次 样 条 插值 的 三 弯 矩 法 ,编制 第 一 与 第 二 种 边界 条 件 
的 程序 . 设 已 知 数据 如 下 : 


0.2 0.4 0.6 0.8 
0.9798652 | 0.9177710 | 0.8080348 | 0.6386093 


fxri) 0. 3843735 
求 f(z) 的 三 次 样 条 插值 函数 SCz) ,满足 : 

(1) 自然 边界 条 件 SC0.2)==S”(1.0)==0; 

(2) 第 一 种 边界 条 件 S (0. 2) 一 0. 20271,S':(1.0) 一 1. 55741., 
要 求 输出 用 追赶 法 解 出 的 弯 矩 向 量 (Mo ,ML 和 S(0. 2 十 
0. 1) (i 二 0,1,…,8) 的 值 . 并 画 出 > 一 SCz) 的 图 形 . 

2. 编制 以 离散 点 {zi} 有 的 正 交 多 项 式 {Pe(z)} 为 基 的 最 小 二 
乘 拟 合 程序 ,并 用 于 对 下 列 数据 做 三 次 多 项 式 最 小 二 乘 拟 合 . 


3 
取 权 w(xi) 寺 1, 求 出 拟 合 曲线 y = SCz) = > of Pi(x) 一 
k=0 


3 
> asz4 ,输出 ag », Pi(x) ,a Ck 一 0,1,2,3) 及 平方 误差 | cal 2 ,并 
ko0 
画 出 y 二 SCz) 的 图 形 . 
3. 给 出 积分 


2 - Ex 
GD I= | ze qz, GD 1= | cotzdz, 
0 


dx. 


, 3 1 
(li) I = | 去 一 
实验 要 求 ， 
(1) 用 龙 贝 格 求 积 计算 上 述 积 分 1 的 值 ,要 求 到 | TI?2, 一 Te | 到 
10“ 时 结束 ,输出 工 表 及 工 的 近似 值 . 
《2) 用 5 点 高 斯 求 积 公 式 及 复 化 3 点 高 斯 求 积 公 式 计 算 上 述 
积分 ,并 输出 工 的 近似 值 . 
(3) 分 析 比 较 各 种 计算 结果 . 
4. 比较 求 一 阶 导数 的 数值 方法 ,给 出 函数 
f(x) = et ， 工 € [0.5,2]. 
实验 要 求 : 利 用 某 距离 点 函数 值 , 必 要 时 给 定 端点 导数 值 ,分 别 用 
中 心 差分 ,数值 积分 求 导 , 三 次 样 条 求 导 和 理 查 森 外 推 计算 f(z) 
的 一 阶 导数 ,分 析 , 比较 各 种 方法 的 效果 ,说 明 精 度 与 步 长 h 的 


J 


5. 给 定 方 程 组 
3.01 6.03 1. 99 
(i) | 1.27 4.16 一 1.23 


0.987 一 4.81 9. 34 
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10 一 7 0 1)/xl /8 
. 2.099999 6 2||zs| |5.900001 
人 一 1 5 iliz| 15 
2 1 0 2)lz| 
实验 要 求 : 


(1) 用 LU 分 解 和 列 主 元 高 斯 消去 法 求解 上 述 两 个 方程 组 . 
输出 Ax==b 中 矩阵 4 及 向 量 b,A 二 LU 分 解 的 L 与 U,deth 及 解 
癌 量 x. 

(2) 将 方程 组 (CD 中 系数 3. 01 改 为 3. 00,0.987 改 为 0. 990. 
用 列 主 元 高 斯 消去 法 求解 ,输出 列 主 元 行 交换 次 序 、 解 向 量 x 及 
det4 ,并 与 人 1) 中 结果 比较 ， 

(3) 将 方程 组 (ii 中 的 2.099999 改 为 2.1,5.900001 改 为 
5. 9. 用 列 主 元 高 斯 消去 法 求解 ,输出 解 向 量 x 及 det4 ,并 与 (1) 中 
结果 比较 . 

6. 研究 解 线性 方程 组 kx 一 了 迭代 法 收敛 速度 , 给 定 AE 
入 2 2 为 五 对 角 和 矩阵 

3 一 LI/2 ~—1/4 


一 172 3 一 1/2 一 1/4 
一 1/4 一 172 3 一 1/2 一 1/4 
4 一 1 …. 一 … 。 
一 1/4 一 172 3 一 1/2 一 1/4 
一 1/4 一 1/2 3 一 1/2 
一 1/4 一 1/2 3 
实验 要 求 ; 


(1) 选取 不 同 的 初始 向 量 x” 及 右 端 项 向 量 b, 给 定 迭 代 误 差 
要 求 , 用 雅 可 比 迭 代 和 高 斯 - 塞 德尔 途 代 法 求解 ,观察 得 到 的 序列 
是 否 收敛 ? 车 收 僵 , 记 录 和 迭代 次 数 ,分 析 计 算 结果 并 得 出 你 的 
结论 . 
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(2) 用 SOR 迭代 法 求 上 述 方程 组 的 解 , 松 弛 系数 w 取 1<<ow 
<2 的 不 同 值 , 在 | x2 一 xz 首 委 10 玫 时 停止 迁 代 . 记录 和 迭代 次 
数 .分 析 计 算 结 果 并 得 出 你 的 结论 . 

7. 求 非 线性 方程 及 方程 组 的 根 , 准确 到 10 一 .给 定 方程 分 
别 为 

(i) Zz:—3z+2—e’=0. 


3zx1— =0， 
Co | 四 xc 一 (1，1)7. 


3z 友 一 好 一 1 一 0， 

实验 要 求 : 

(1) 用 你 自己 设计 的 一 种 线性 收敛 迭代 法 求 方 程 (i) 的 根 , 然 
后 瑚 用 斯 幕 芬 森 加 速 迭代 计算 . 

(2) 用 牛顿 法 求 方程 (iD 的 根 , 输 出 迭代 初 值 ,各 次 和 迭代 值 及 
迭代 次 数 ,并 与 (1) 的 结果 比较 . 

(3) 用 牛顿 法 求 (ii) 的 解 ,输出 选 代 次 数 及 解 向 量 x 的 近似 . 

8. 用 QR 算法 求 矩 阵 特 征 值 : 


2 3 4 56 
6 2 1 4 4567 
DA)=)2 3 1I, (0) H=I0 3 6 7 8|. 
1 11 0 0 2 89 
0 0 0 1 0 

实验 要 求 : 


(1) 根据 QR 算法 原理 编制 求 (i) 及 (ii 中 矩阵 全 部 特征 值 的 
程序 并 输出 计算 结果 (要 求 误差 二 107;). 

(2) 直接 用 现 有 数学 软件 求 (i), (ii) 的 全 部 特征 值 ,并 与 (1) 
的 结果 比较 . 


9. 求 初 值 问 题 的 数值 解 ,给 定 初 值 问 题 为 
| 1<z 二 2， 
(1) TI I 


y(1)=1. 
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全 一 50y 十 50z2 十 2z，0<z<1， 
(11) 1 
y(0)= 了 


实验 要 求 : 

(1) 用 改进 欧 拉 法 ( 取 疡 =0. 05) 及 四 阶 R-K. 方 法 ( 取 = 
0. 1) 求 (i) 的 数值 解 , 并 输出 xz; 二 1 十 0. 1i(i= 二 0,1,… ,10) 的 数值 
解 y;. 

(2) 用 经 典 四 阶 R-K 方法 解 (ii), 步 长 hh 分 别 取 为 h=0.1， 
0.025,0. 01 计算 ,并 打印 x 一 0.1i(i 一 0,1,…,10) 各 点 的 数值 解 
yi 及 准确 解 y 《ZXi) ,并 分 析 结 果 . 


( 初 值 问题 ii) 的 准确 解 y(z) 一 可 em 十 二] 


附录 并 行 算 法 及 其 基本 概念 


由 于 并 行 计算 机 的 逐步 普及 ,很 多 高 校 都 配备 了 大 型 的 多 处 
理 机 ,学 习 并 掌握 并 行 算法 对 进行 大 规模 的 科学 与 工程 计算 是 十 
分 必要 和 有 益 的 . 为 使 读者 对 并 行 算法 有 初步 了 解 , 特 在 附录 中 对 
并 行 算法 的 基本 概念 做 简单 介绍 ,需要 进一步 了 解 学 习 的 可 参看 
文献 L23] 及 [244. 


1 并 行 算法 及 其 分 类 


传统 计算 机 采用 汉 ， 诺 伊 曼 (Von Neumann) 结 构 ,其 特点 是 
每 一 时 刻 按 一 条 指令 加 工 处 理 一 个 或 一 对 数据 ,这 类 计算 机 称 作 
单 指 令 流 单数 据 流 系统 ,简称 SISD CSingle Instruction Stream 
Single Data Stream) 型 ,只 有 一 个 进程 的 算法 ,就 是 传统 的 串 行 算 
法 ,适用 于 这 类 计算 机 . 并 行 计 算 机 与 此 不 何 , 它 每 一 时 刻 可 按 多 
条 指令 处 理 多 个 数据 ,面向 并 行 计 算 机 具有 2 个 以 上 进程 的 算法 
称 为 并 行 算法 . 

例 1 求 六 个 数 aiyaz，…a 的 和 


3 一 > ai. 《1) 
一 个 进程 的 串 行 算法 是 累加 算法 
1 二 dy = Sia k=2,'",N. 
sw 一 即 为 所 求 , 在 累加 过 程 中 所 给 和 数 规模 逐次 减 1, 显 然 它 不 
适合 于 并 行 计算 . 附 图 1 给 出 N=8 时 的 一 种 并 行 算法 , 称 为 扇 信 
加 法 . 它 可 组 成 4 个 进程 P,P;,P;,Ps 如 下 ; 
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dl da) dad qd ld da a as 


s=a + a 


附 图 1 遍 人 加 法 示意 图 


了 卫 : 卫 ， P, 
1) 1) 1) 
ai 一 al 十 as al? =ayT+as a 一 as 十 as aa 人 一 ay 十 as 
af 一 af -Ha 和 a 一 agD 十 cf 


一 af2 十 ag 
在 有 4 台 处 理 机 的 并 行 系统 中 用 3=1b8 级 完成 8 个 数 求 和 . 第 1 
级 并 行 做 4 个 加 法 ,第 2 级 并 行 做 2 个 加 法 ,第 3 级 做 1 个 加 法 . 

并 行 机 必须 是 包含 2 台 以 上 处 理 机 , 它 有 不 同类 型 .用 一 个 控 
制 器 控制 多 人 台 处 理 机 ,在 每 一 时 刻 都 执行 同一 指令 对 单个 或 一 对 
数组 进行 同样 加 工 , 这 类 并 行 机 称 为 单 指令 流 多 数据 流 系统 ,简称 
SIMD(Single Instruction Stream Multiple Data Stream) 机 . 另 一 
类 并 行 机 由 多 个 控制 器 分 别 控制 多 台 处 理 机 ,各 处 理 机 在 自己 的 
指令 控制 下 处 理 自己 的 数据 流 , 称 为 多 指令 流 多 数据 流 系统 ,简称 
MIMD(Multiple Instruction Stream Multiple Data Stream) 机 ,, 

按 指令 流 单个 还 是 多 个 并 行 算法 可 分 为 两 大 类 :SIMD 算法 
与 MIMD 算法 : 

SIMD 算法 的 基本 特征 是 ， . 

《1)& 个 进程 由 1 个 指令 流 控 制 ,一 个 并 行 步 仅 由 一 条 指令 控 
制 , 故 每 个 并 行 步 所 含 的 操作 必须 完全 相同 . 

(2) 允许 并 行 步 中 操作 的 个 数 在 2 至 上 之 间 有 任意 性 , 且 有 
含 上 个 操作 的 并 行 步 . 

(3) 能 在 一 个 具有 上 台 处 理 机 的 SIMD 系统 中 实现 . 


。390 。 附录 并 行 算法 及 其 基本 概念 


例 1 给 出 的 扇 人 加 法 就 是 SIMD 算法 . 

MIMD 算法 的 基本 特征 是 : 

《1) 个 进程 由 & 个 指令 流 控 制 . 故 每 个 并 行 步 所 含 各 操作 可 
两 两 相 蜡 ,而 且 存 在 包含 不 同 操作 的 并 行 步 . 

(2) 同 SIMD 算法 特征 (2). 

C3) 能 在 一 个 具有 丰台 处 理 机 的 MIMD 系统 中 实现 . 

按照 进程 之 间 是 否 需 要 同步 也 可 将 并 行 算法 分 为 同步 算法 与 
异步 算法 . 

同步 算法 ”是 指 在 个 进程 的 算法 中 有 些 进程 的 若干 算法 必 
须 在 另 一 些 进程 的 某 些 算法 之 后 执行 ,为 此 有 些 进程 可 能 出 现在 
- 计算 之 前 或 计算 之 间 的 等 待 阶段 ,同步 算法 可 在 一 个 具有 上 & 台 处 
理 机 的 SIMD 系统 或 MIMD 系统 中 实现 . 

异步 算法 个 进程 间 有 信息 联系 但 不 须 同步 , 它 只 能 在 一 
个 具有 类 台 处 理 机 的 MIMD 系统 中 实现 . 因此 异步 算法 一 定 是 
MIMD 算法 . 使 用 这 种 算法 时 各 次 执行 的 实际 过 程 可 能 互 不 重 
复 .同步 算法 既 可 以 是 SIMD 算法 也 可 以 是 MIMD 算法 ,而 
SIMD 算法 一 定 是 同步 算法 . 进程 间 的 同步 通过 单 指令 流 的 控制 
来 保证 . 这 样 并 行 算法 可 分 成 3 类, 即 SIMD 算法 ,同步 MIMD 算 
法 和 异步 算法 . 

例 2 对 jz) 一 0 求 根 的 牛顿 法 (第 7 章 (4.2)) 分 别 设计 两 
个 进程 的 同步 及 异步 算法 . 

解 同步 算法 : 可 将 每 次 近 代 分 成 三 个 计算 元 :分 别 计算 
Hz 一 良 ,jzD 一 万 ,天 一 六 -mr 及 检验 精度 . 将 计算 分 为 
两 个 进程 P, 及 P ,假定 计算 了 (zx;) 比 f(zx;) 更 花 时 间 , 则 两 个 进 
” 程 或 其 中 一 个 必 出 现 等 待 继续 计算 所 需 数据 的 情况 , 附 图 2 给 出 
两 种 同步 MIMD 算法 示意 图 . 

异步 算法 : 可 引进 3 个 公用 变量 ,ts ,ts 分 别 表示 f(x)， 
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广 (z) 及 并 在 计算 中 的 当前 值 , 仍 假定 计算 f(z) 比 计算 f(x) 更 
花 时 间 , 附 图 3 给 出 两 个 进程 的 异步 算法 ,进程 P; 更 新 二 与 4， 
且 检 验 根 的 近似 是 否 满足 精度 要 求 , 进程 P。 只 更 新 ts ,假定 变量 
初 值 ==0,ts = 二 c 关 0 ,ts 二 xo 前 三 个 近似 值 


Zi = Xo — f(xo) /ce, 
Za = Ti1— fx)/f (xo), 
XT 一 zz — fx)/f (x1). 


Pi 卫 : Pi 卫 ， 
fr) | 
A fz) 六) | Fozo 一 天 

0 
zo— fo/ fo 等 待 zi xzo 一 万 /让 一 zl 
检验 精度 等 竺 局 检验 精度 -| 
大 f(r >f 大 flrO>f! 
等 待 及 
Xi—fi/fi—>x2 
检验 精度 等 得 x 


ts 


附 图 2 MIMD 算法 示意 图 


Pl 
flt3) 一 蝗 


一 而 /tz*ts ,检验 


Ps2 


f (13) te 


f lta) 


ts 


f (3) te 


一 二 /tz 一 t3 ,检验 


ta 


flts )》 一 如 


(t3)—t 
一 三 /t 妇 一色 ,检验 7 


其 一 般 关 系 如 下 : 


Xl 二 2 一 


附 图 3 异步 算法 示意 图 


fx)/f x), k=0,1,.…, 7 二 上 &, 


(2) 
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当 k->co 时 j 一 oo, 这 与 传统 牛顿 法 (4.2) 不 同 , 它 是 一 种 混乱 迭 
代 , 其 收敛 性 要 另外 证 明 , 由 于 “计算 f(x) 比 f(x) 更 花 时 间 ”, 所 
以 ,只 要 广 (zi) 计 算出 新 值 就 用 于 迭代 ,对 异步 算法 ,由 于 不 用 等 
待 故 它 更 节省 机 时 . 


2 ”并行 算法 基本 概念 


评价 和 分 析 并 行 算法 ,主要 应 关注 它 的 计算 复杂 性 , 即 算法 的 
运行 时 间 ( 时 间 复 杂 性 ) 与 所 提供 的 处 理 机 台数 (空间 复杂 性 ) ,并 
行 处 理 的 基本 思想 是 用 增加 处 理 机 台数 来 换取 运算 时 间 的 节省 ， 
为 了 评价 并 行 算法 我 们 先 引 进 一 些 基本 概念 . 

定义 1 一 个 算法 的 并 行 度 是 指 算法 中 能 用 一 个 运算 步 (并 
行 ) 完 成 的 运算 个 数 . 假设 算法 运算 个 数 为 r, 利 用 :个 运算 步 完 
成 , 则 xr/s 称 为 平均 并 行 度 . 

如 例 1 的 N 个 数 求 和 (1), 若 用 串 行 算法 需要 N 一 1 个 加 法 
步 , 每 步 一 个 加 法 ,并行 度 为 1 ,平均 并 行 度 (N 一 1)/(N 一 1) 也 等 
于 1, 如 果 用 扇 人 加 法 ,对 N=2" 个 数 求 和 ,有 n=lbN 个 加 法 步 ， 


并 行 性 由 高 到 低 分 布 ,逐步 减 半 , 运 算 个 数 "一 分 十 完 十 … 十 1 一 
2 一] 二 NN 一 1 ,运算 步 ;二 n 二 lb ,其 平均 并 行 度 为 


f= TR ~ O(N) (3) 


NN 个 数 求 和 的 N 一 1 个 加 法 不 能 用 一 个 并 行 步 完 成 , 即 不 能 以 


N 一 1 为 并 行 度 ,但 用 肩 人 加 法 可 把 并 行 度 降 为 人 . 


并 行 度 和 平均 并 行 度 是 算法 内 在 并 行 性 的 一 种 度量 ,不 依赖 
于 并 行 系统 中 处 理 机 台数 ,当然 处 理 机 台数 会 影响 完成 计算 所 需 
时 间 . 

处 理 机 台数 充分 多 时 的 最 少 运行 时 间 称 作 算法 的 时 间 界 ,而 
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算法 的 运行 时 间 达 到 时 间 界 时 需要 提供 的 处 理 机 台数 称 作 处 理 机 
台数 界 , 上 述 NN 个 数 求 和 的 时 间 界 为 全 二 lbN, 而 处 理 机 台数 界 为 


下 面 考察 由 了 台 处 理 机 组 成 的 并 行 系统 ,假定 每 台 处 理 机 的 
算术 运算 的 操作 时 间 相 同 , 我 们 引进 加 速 比 和 效率 的 概念 作为 并 
行 化 的 又 一 种 度量 . 

定义 2 设 五 为 串 行 算法 在 单 处 理 机 上 运行 时 间 , Tp 为 并 
行 算法 在 P 台 处 理 机 的 系统 上 运行 时 间 , 则 一 个 并 行 算法 的 加 速 
比 定义 为 


了 
Sp — Te? (4) 
该 算法 的 效率 定义 为 
Se 
Es。 二 学. (5) 


加 速 比 和 效率 是 评价 并 行 算法 的 重要 指标 ,研究 并 行 算法 的 
目标 是 达到 尽 可 能 大 的 加 速 比 ,理想 上 Sp 二 PP, 这 时 并 行 效率 达 
到 Ep 二 1, 但 一 般 不 可 能 达到 理想 的 加 速 比 Se 二 =P. 这 是 因为 : 

(1) 算法 缺乏 必要 的 并 行 度 ， 

(2) 在 并 行 系统 上 没有 达到 完全 的 负荷 均衡 ， 

《3) 通讯 ,存储 争 用 及 同步 时 间 延 迟 等 . 
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“分 而 治之 ”是 并 行 算法 设计 的 重要 原则 ,其 基本 思想 是 把 问 
题 依次 划分 为 可 以 独立 完成 的 较 小 问题 ,将 规模 逐次 减 半 的 二 分 
技术 是 并 行 算法 设计 的 一 种 基本 技术 , 例 1 给 出 求 和 的 扇 人 加 法 
就 是 一 种 二 分 技术 , 设 N=2” 将 所 给 和 式 下 标 为 奇偶 的 对 应 项 两 
两 合并 ,得 
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N/2 
3 一 2 Cazi1 十 42i). 
CD 一 Qzil 十 azi， i= 1,2,.…,N/2, 
则 所 给 和 式 的 规模 被 压缩 了 一 半 


重复 施行 这 种 规模 减 半 的 二 分 手续 ,二 分 上 次 后 和 式 的 项 数 被 缩 
减 成 N/2: 


5 一 Sato 
式 中 
a® 一 ab 4a, i1=1,2,.,N/2. (6) 
这 样 二 分 n==IbN 次 后 ,所 给 和 式 最 终 退 化 为 一 项 ,从 而 直接 得 出 
所 求 和 值 :. 于 是 有 求 和 二 分 算法 :对 = 二 1,2,…,n( 二 1bN) 执 行 算 
式 (6) 得 
s 一 ai. 


附 表 1 就 N=8 的 情形 具体 给 出 该 算法 计算 流程 . 


附 表 1 求 和 二 分 算法 流程 


从 以 上 求 和 二 分 算法 看 到 它 有 以 下 特点 : 
(1) 结构 递归 ,每 步 都 是 同样 求 和 问题 . 
(2) 规模 递减 ,和 式 规模 逐次 减 半 ， 
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概括 地 说 ,二 分 算法 的 设计 原理 是 反复 地 将 所 给 计算 问题 加 
工 成 规模 减 半 的 同类 计算 问题 ,直至 规模 为 1 时 直接 得 出 问 
题 的 解 . 


上 述 求 和 的 并 行 算法 加 速 比 为 S<T ,而 处 理 机 台数 界 为 


P 一 全 . 故 在 具有 卫 一 分 台 处 理 机 并 行 系统 中 其 并 行 效率 为 


Ex 


下 面 再 讨论 多 项 式 求 值 问题 


N . 
px) = Daiz™. (7) 
i=1 


显然 z=1 时 就 是 求 和 问题 (1). 故 可 仿照 求 和 二 分 法 ,将 所 给 
项 式 (7) 的 奇偶 项 两 两 合并 , 则 有 
N/2 


p= plxo) = >») (qs 1 Ts 二 aziz 1) 
: i=1 


N/2 


一 >) (Qazi1 + azixo) TI, 
i=1 


. N 2 
Qi 二 dz 十 azoixzos 1 一 1 2 ZI 一 20， 


2 
则 有 


这 样 加 工 得 出 的 是 一 个 以 zi 为 变 元 的 多 项 式 ,而 其 规模 (项 
数 ) 是 原来 的 一 半 , 因 此 上 述 手续 是 一 种 二 分 手续 . 重复 这 种 手续 ， 
二 分 上 次 后 所 给 多 项 式 被 加 工 成 

N/2 


p= Parzh (Ca = ai)， 
i=1 
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这 里 


ap aD a Pz i 1 | (8g) 
Xk = Zils k= 1,2,.…,n. 
这 样 二 分 x=IbN 次 ,最 终 得 出 的 系数 at” 即 为 所 求 的 值 刀 
于 是 得 多 项 式 求 值 的 二 分 算法 : 
对 ==1,2,…,n( 一 lbN) 执 行 算式 (8) ,结果 有 
p = al”. 
现在 分 析 算 法 的 效率 , 设 将 (8) 式 的 af 与 ze 并 行 计算 (zx 
可 表示 为 Txt 一 0 十 Zei。 Zi 则 与 CE 同步 ), 则 每 步 2 次 运算 (一 
乘 一 加 ), 上 述 算法 共 做 一 lbN 步 , 故 其 时 间 界 为 
T = 21lbN. 
而 按 (8) 并 行 计算 第 & 步 需 处 理 机 N/2: 十 1 台 , 因 此 处 理 机 
台数 界 


P= max( 守 十 1)= +1. 
注意 到 多 项 式 求 值 的 串 行 算 法 需 做 T= 二 2(N 一 1) 次 运算 , 易 
知 此 算法 的 加 速 比 与 效率 为 


S 一 人 一 1 六 

IbN IbN’ 
2 

Er = TD 


上 面 分 析 二 分 法 效率 是 在 提供 分 十 1 台 处 理 机 的 系统 上 得 到 


的 ,如 果 处 理 机 只 有 P 十 1 台 , 而 P<< 祁 , 若 假定 N 一 rP,，r>>2 为 


正 整 数 , 此 时 可 将 所 给 多 项 式 (7) 分 成 P 段 ,每 段 合 7 项 进 
行 处 理 . 

可 利用 串 行 算法 来 改造 或 设计 并 行 算 法 .许多 传统 的 数值 计 
算 方 法 虽然 只 适合 于 串 行 机 上 计算 ,但 其 中 有 不 少 算法 包含 了 可 
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直接 利用 的 并 行 性 ,例如 ,上 述 多 项 式 求 值 的 秦 九 部 算法 可 用 二 分 
技术 改造 为 适合 于 并 行 系统 的 并 行 算法 . 用 二 分 技术 还 可 将 许多 
和 托 阵 计算 及 解 线性 方程 组 直接 解法 改造 成 适合 于 并 行 计算 的 算 
法 . 还 有 如 解 线性 方程 组 的 雅 可 比 选 代 法 本 身 就 具有 直接 的 并 行 
性 ,还 有 一 些 迭 代 法 经 过 重新 排序 也 可 改造 成 适合 于 并 行 的 算法 . 
另 一 类 就 是 根据 并 行 算法 特点 设计 具有 新 思想 的 新 算法 , 它 的 出 
发 点 仍然 是 “分 而 治之 ”的 原理 ,符合 此 原理 的 区 域 . 算 子 . 系 统 的 
分 裂 方 法 和 技术 是 设计 和 实现 并 行 处 理 的 重要 手段 ,如 解 线性 与 
非 线 性 方程 的 多 分 裂 方 法 , 解 微分 方程 的 区 域 分 解法 ( 即 DDM 方 
法 ) ,都 属于 此 类 . 由 于 这 些 方法 减 小 了 求解 方程 的 规模 ,使 计算 时 
间 减 少 ,因此 效率 大 为 提高 . 此 外 ,异步 数值 算法 基本 上 是 混乱 迭 
代 法 ,是 并 行 算法 最 富有 特色 的 组 成 部 分 之 一 ,混乱 迭代 不 是 传统 
意义 的 迭代 法 ,在 理论 上 必须 做 收 敛 性 与 收敛 速度 的 分 析 ,混乱 迭 
代 与 多 分 裂 技 术 的 结合 是 近 十 几 年 才 发 展 起 来 的 新 算法 , 仍 有 不 
少 问题 值得 研究 . 
关于 具体 数值 计算 方法 的 并 行 算法 可 参看 文献 [23]. 
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部 分 习题 答案 


第 1 章 

1. 6; 2. 0.02n; 4. 1. 05X 10-3 ,0. 215,10-53;6. 序 X107， 9. 边 长 误差 
一 0.005cm; 11. 不 稳定 ，e* (yw) 心 六 XxX 10°; 13. 0.3 X 10-?, 0. 834 
X10-4. 

第 2 章 


1，5xz2/6 十 3z/2 一 7/3;， 2. 一 0. 620219， 一 0. 616839; 3. 1.06X10-3; 
6. PP 安 0. 006; 7. A‘y,=2",0y,=2"?;14. 1 ,0; 16. 了 PCz) 一 Z2(Zz 一 3)2 7143 
18. |Ri(z)|<h:/4; 19. | Ri Cx) 1 扫 居 /16. 


第 3 章 


l. Bi(f,x)=zx, Bs(f,7x)=1.5rx—0.402zx?—0. 098z3 ; 


4 VD Fl =14 f=, (2) fF =1/2, 
II TAG 1 ,A 


nl! ml! (2m)! (2m)1 一 一 5 一 
本 7 人 机, 人 171- -we | Fl-s 


l0/e, fl:=7 (3/4—4/e); 

6. (1) 不 构成 内 积 ，(2) 构成 内 积 ; 

7. 1 (xz) =1, 人 TTCz) 一 27 一 1 Tr (x)= 8rx — 8r 十 
1, Ts (z) 一 32z3 一 48z2 十 18z 一 1; 


8. pz)=1, h(x)=7z, p(x) = 之， p(X) 一 2 一 


9 
5 14™? 
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11，P, (C2) = (Mim)/2; 12. 3/4; 13，P， (2) =x+0. 105257; 


14. 已 ( 杂 =(e 一 Dz+ 本 [e 一 (e 一 DlnCe 一 D]; 15，P (一 5m 一 号 也 


1 129 
TTT 1 


16. S* (zx)=0.1171875 二 1.6406257z’ —0. 8203125x:; 

17. (1) Sr (zx)=—0.2958z+1.1410, (2)S?r (x)=0. 1878z 十 1.6244， 
(3) Sr (7)=—0.24317z 二 1.2159, (4) Si (x)=0. 6822x—0. 6371; 

18. Ss (zx)=1.5531913z 一 0. 5622285x’; 19. S(t) 一 22.25376t 一 


7.855048; 20. yx)=0.9726046 十 0. 0500351zx?， 


7.4961692 4 1. 25 ， 
21. y=5.2151048e 23. Ry (x)=3 ZT 5 itis: 


60z 一 7 好 _ 6 十 4z 十 xz? 
24. Ras (7x)— B03 25. Reartz) 一 一 6 一 7 ， 


第 4 章 


1. 1)4_, = 一 4,=P/3,4 一 4P/3, 具 有 3 次 代数 精度 ,2) 4_: 一 Ai 一 8h/ 
3, 如一 一 钮 /3，3 次 代数 精度 ,3) zl = 一 0.28990，z 一 0.62660 或 二 一 
0. 68990，z 一 一 0.12660, 2 次 代数 精度 ，4) a 二 1/12, 3 次 代数 精度 ; 2 1) 
Ts=0.11140, S, = 0.11157, 2) Tie = 1. 39148，Ss =1.45471, 3) T, = 
17. 22774, S; =17. 32222,4) Ts 一 1.03562，S: 一 1. 03577;， 4, Si=—0. 63233， 
误差 0. 00035， 

6. n 之 213, 用 辛普森 公式 区 间 分 为 8 等 分 ; 8. (1)0.71327, (2) 0, (3) 
10. 1517434; 9. 2 一 2，T<= 10. 9484，72 一 3，Tsz 10.95014，( 准 确 值 T= 
10. 9517032); 10. 48708 km; -11. 3. 14158; 12. 1) 1.09863, 2) 1. 08940， 
1.09862,3).1.09854; 13. 用 三 点 公式 求 得 一 阶 导 数值 一 0. 247， 一 0. 217， 
一 0. 189, 用 五 点 公式 得 一 0. 2483, 一 0. 2163, -0. 1883， ， 
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4. 
lu 一 aa G 一 1 2，…7)， 


Uj 一 ay/l (J = 2,3,°" ,71), 


到 一 1 
有 一 at 一 > (i=k,",n), 
r=} 


hl 
us = (a 一 Deus ) /ln (j =k 二 1 ,n); 
r=] 
5. (a) 设 口 为 上 三 角 阵 


Xn 一 Ds / nn ?9 


z= (Bo— Daur)/u Gi=n—1,n—2,.,1), 
了 一 计 1 
(b) n(nt1)/2, 
(c) 记 U7 ' 的 元 素 为 s; ,U 的 元 素 记 为 wi: 
$i 一 /ua (i = 1;,2,.,n), 
55 二 一 DP) uasy /us » 
k=i 计 1 


i= nl,nm—2,,1,7 =i1 十 1] ,"…,n; 


一 0. 04705885 0. 5882353 一 0.2705882 一 0.94117641 
0. 3882353 一 0.3529412 0. 4823529 0.7647058 
一 0.2235294 0. 2941177 ”一 0.03529412 一 0.4705882 
一 0. 03529412 一 0.05882353 0.04705882 0. 2941176 
8，(1) B=—1/2, B=—2/3, B=—3/4, B=—4/5, (2) 解 Ly= 了 ,y 
-=(1/2,1/3,1/4,1/5,1/6)7， (3) 解 Ux 二 y, x 一 (5/6,2/3,1/2,1/3,1/6)7; 
9, x=(1.11111, 0.77778, 2.55556)7; 
10. (a) 4 不 能 分 解 为 三 角 阵 的 乘积 ,但 换行 后 可 以 . (b》B 可 以 但 不 唯 
一 , C 可 以 且 了 唯一 | 
11. 141 一 11，1414 = 一 0.8，1 40:=0.825,， | A1:=0. 8426; 
18. cond(4)- =39601, cond(A) :一 39206. 
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第 6 章 


1. 


(a) 两 种 方法 均 收敛 ,(b)〉 用 雅 可 比 迭代 法 迭代 18 次 ， 


x 一 (一 3.9999964，2. 9999739，1. 9999999)7 ， 用 高 斯 - 蹇 德尔 迭代 法 
迭代 8 次 ， 
x 一 (一 4.000036 ，2. 999985, 2, 000003)7， 


2. 


(a) 雅 可 比 拓 代 法 不 收敛 ,高 斯 - 赛 德 尔 碗 代 法 收敛 ， 


(b) 雅 可 比 和 迭代 法 收敛 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 不 收敛 ; 


5, 


wow 一 1. 03 时 迭代 5 次 达到 精度 要 求 x 一 (0. 5000043, 0. 1000001， 


一 0. 4999999)",，w 二 1 时 和 迭代 6 次 达到 精度 要 求 x 一 (0.5000038， 


0.1000002, 一 0, 4999995)T，w 一 1.1 时 和 迭代 6 次 达到 精度 要 求 , xce 一 
(0. 5000035, 0. 9999989, —0. 5000003)7, 


6. 


w 一 0. 9, 选 代 8 次 时 达到 精度 要 求 ， 


x 一 (一 4.000027，0. 2999989，0. 2000003)7， 


第 7 章 

1. 0.512; 

2. 1) 和 2) 收 和 伍 ,3) 发 散 ; 

3. 1) 二 分 14 次 得 0. 0905456,2) 和 迭代 5 次 得 0. 0905264; 
5、(2) xo=1.5, zxs=1.465572, (3) xzo 一 1.5，zs 一 1. 4655713 
7. (1) zs 一 1.8794，(2) zs 一 1.8794; 8. 4. 49342; 


11, 牛顿 法 x2 二 1.895494. 其 他 方法 选 代 次 数 2 一 4,13,10,723805; 
14, 一 (rz 一 1)/2wVa , (na 十 1)72 4315。、1/4ai 
16. 〈1. 526824，0. 508139)T. 


第 8 章 


1 


(a) 取 如 一 (1，1,1)7，hM zx9. 6058, xi (1,0. 6056 ,一 0.3945)7T， 


Cb) 取 m 一 (1,1,1)7，j 8.86951，xi (一 0.60422，1，0. 15094)T; 2, 4 
一 7.288，xs=(1，0.5229，0.2422)7T， 


。404 。 部 分 习题 答案 


1 0 0 1 一 5 0 
,3 _4 77 14 
5. t= 5 5 |, As= 下 235 | 
4 3 14 23 
0 TF 0 而 


7. (a) 4 的 特征 值 为 h 一 六 十 V3, 2 一 工 _ 人 


(b)> B 的 特征 值 为 A1 一 2 十 M3， 4z 一 2， A 一 2 一 V3. 
选取 位 移 5 ==6% ， 


3.7316925974 0.0249060210 0.0 
Bs 一 |0.0249060210 2.0003582102 e 
0.0 0. 2679491924 
其 中 |el <5X10-04 
1 2 2 3 -3 3 
8. Q= 广 2 1 —2|,R= 3 一 3|; 
2 -2 1 3 


9. 4 的 特征 值 2<X<6, A-! 特 征 值 二 过 p< 广 . 


第 9 章 


1. 0, 0.0010, 0.0050; 2. 0.145; 4. 0.500, 1.142, 2.501, 7.245; 
5. 1)1.2428, 1.5836, 2.0442, 2.6510, 3,4365, 
2) 1.7276, 2,7430, 4.0942, 5.8292, 7.9960; 
8. (1) 0<h<<0.02, (2) 0<h<<0.0278, (3) 0<A< 十 co; 
9， 显 式 0.626, 隐 式 0. 633, 真 值 0. 6321; 


10. 一 各 避 Y7Czxr); 12. 刚性 比 :一 20，0<h<0. 139. 


